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数论 (The Theory of Numbers ) 是 数学 的 一 个 古老 

分 支 ， 它 是 研究 数 的 性 质 ， 特 别 是 整数 性 质 的 一 门 学 科 。 在 
公元 前 三 世纪 ， 古 希腊 数学 家 欧 几 里 德 (Euclid ,公元 前 
330 一 公元 前 275) 著 的 《 几何 原本 》 的 第 八 、 九 、 十 篇 就 是 
专门 记载 历史 上 有 关 数 论 的 成 就 。 例 如 ， 用 轧 转 相 除 法 求 最 
大 公约 数 的 步骤 ， 至 今 仍 称 之 为 欧 儿 里 德 算 法 ， 他 还 证 明了 
素数 个 数 的 无 穷 性 等 等 。 我 国 早 在 公元 前 后 的 《 孙子 算 经 》 
里 就 提出 “ 物 不 知 其 数 ” 的 问题 ,“ 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 
之 剩 二 ， 五 五 数 之 剩 三， 七 七 数 之 剩 : -， 问 物 几何 ? 答 日 二 
十 三 ”。 这 是 世界 上 最 早 提出 解 同 余 式 组 

х=2 (тойз3), 

x= 3 (той5), 

x= 2 (mod 7 ) 
的 问题 。 关 于 解 上 述 同 余 式 组 的 定理 ， 初 等 数论 书 中 称 为 孙 
子 定理 ， 有 的 外 文书 中 称 为 中 国 剩余 定理 ( The Chinese 
Remainder Theorem ) 。 

数论 应 该 说 是 古 希 肝 人 首创 的 ，-F 七 世纪 法 国 数学 家 费 

马 ( Fermat，1601 一 1665) 对 数论 作出 了 巨大 的 贡献 ， 他 的 
工作 决定 了 这 门 学 科 的 早期 研究 方向 。 德国 数 学 家 高 斯 
(Gauss 1777—1856) 曾经 说 过 , “数学 是 科学 的 皇后 ， 数 
论 是 数学 的 皇后 ”， 这 说 明 ， 大 数学 家 早 就 认识 到 数学 在 科 
学 中 享有 的 独特 地 位 及 数论 在 数学 中 享有 的 独特 地 位 ， 
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ЖУ БАЛУ ДТГ, ЖОЛУ Ж ЙИ, 
它 并 不 孤立 ， 而 是 与 数学 的 其 他 分 支 有 普 密 切 的 关系 。 М 
如 ， 欣 几 里 德 用 初等 方法 证 明了 素数 的 数目 是 无 穷 的 ， 十 八 
世纪 瑞士 数学 家 欧 拉 (Euler，1707 一 1783 ) 用 解析 方法 证 
明 同 一 命题 。 高 斯 二 次 反 园 定 徒 既 可 用 初等 方法 亦 可 用 拓扑 
方法 来 证 明 ， 近 代 国 外 某 些 数 学 家 还 把 古老 的 费 马 大 定理 ， 
转 为 可 用 拓扑 方法 来 解决 的 问题 。 从 使 用 数学 方法 的 不 同 ， 
数论 可 分 为 解析 数论 、 代 数 数论 和 数 的 几何 三 个 主要 分 支 ， 

ВУЖ ИЖ. ВЕ C TAE) 理论 、 同 余 式 论 
( 实际 上 是 整除 性 理论 比较 复杂 的 情况 ) 等 等 都 是 乘法 数论 
的 内 每 ， 而 把 一 个 数 表 示 成 和 的 形式 ， 如 ， 不 定 方程 的 整数 
解 问 题 、 哥 德 巴 赫 〈Goldbach ) 猜想 、 四 个 平方 和 问题 ( 拉 
格 朗 日 一 Lagrange 一 定理 ) 和 华 林 ( Waring ) 问题 等 等 ， 
都 是 加 法 数论 的 内 容 ， 加 法 数论 亦 称 堆 参数 论 , 

十 九 忆 纪 以 前 ， 数 论 还 仅 是 一 系列 孤立 结果 的 罗列 ， 
1801 年 高 斯 的 《算术 探讨 》(Disquisition Arithmetical) 
一 书 出 版 则 标志 了 现代 数论 的 开始 ， 高 斯 的 数论 著作 有 三 个 
主要 思想 ， 同 余 理 论 、 代 数 数 的 引进 、 型 的 理论 。 同 余 理论 
是 总 结 历 史上 费 马 、 欧 控 、 拉 格 朗 日 和 勒 让 得 ( Legendre) 

等 数学 家 的 成 就 ， 并 引用 了 “三 ”的 符号 ， 
整除 概念 可 推广 于 “除数 ”为 0， 即 010，0 ta (азе 
0 ) ， 若 模 m 亦 允 许 m= 0 ， 则 以 0 为 模 的 同 余 类 有 无 3 
多 个 ,， Ваза Стой 0), азЬ В, ab (mod 0) ,所 
以 有 理 整 数 相等 的 关系 是 同 余 关系 的 一 个 特例 。 柯 西 (Cau- 
chy ) 用 i 代替 整 系数 多 项 式 
(х) =аџ+аџх+а, х? + +ax + 


中 的 x， 得 到 
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ї(1) = (аз-аз +a =°") + (а -аз+ау – .-)х 
Cmod(i+ 1)), 
柯 西 的 这 种 思想 ， 用 多 项 式 的 同 余 式 来 定义 复数 。 如 实 
系数 多 项 式 
{f(x)=atbx С mod(x2+ 1)) | 
关于 模 x:+ 1 与 a+bx 同 余 的 任何 多 项 式 都 表示 同一 复数 
a+bi | 
高 斯 首先 把 i 添加 于 有 理 整 数 环 R， 得 到 比 R 风 两 个 M 
位 《可 逆 元 )+i 的 一 个 二 次 整数 环 RCi] C RR z 1W + 
单位 ， 而 RCiD 有 土 1 ， 土 i 四 个 单位 ) ， 并 把 合 数 KA, 
同 余 等 概念 推广 于 RiD。 例 如 ，5 = (1+2i) (1-20) 
竹 Rti 里 是 合 数 而 不 是 素数 。 高 斯 还 证 明了 ,在 Ri 中 可 用 
欧 几 里 德 除法 求 二 整数 的 最 大 公 因 数 。 更 广泛 地 对 这 些 问 题 
的 研究 产生 了 代数 整数 论 ， 它 有 丰富 的 内 容 与 方法 ， 当 时 高 
斯 本 人 也 没有 想到 ， 代 数 数 概念 的 引入 与 证 明 费 马 大 定理 是 
分 不 开 的 ， 康 米尔 Kummer ) 把 x +y’ (p ERRO 分 解 
М | АЗ. 
(х+у)(х+ау)+е(х+а?с!у) 
这 里 a 是 虚 的 p 次 单位 根 。 也 就 是 ，c Ж | 
х1 х2 +. +X+1 = 0 (1) 
的 一 个 根 ， 这 就 把 高 斯 的 复 整数 理论 推广 到 由 (1 ) 那 样 的 方 
程 引进 代数 数 ， 
由 于 在 RCw 二 5 中 
6=2.3=(1+w 二 5)(1-v 二 5)， 
而 2，3，1+ 二 5，1-v -5 都 是 RCw 一 65) 中 的 素数 ， 因 
此 在 二 次 整数 环 RO- 5 中 唯一 分 解 定理 不 成 立 ,但 是 车 令 
а= у 3Bi=(ltvV —5)// В. = (1-0 5) иә, 


š 


则 2 =а°?, 3 =B1B,, H 

= azB:8。 
就 是 唯一 分 解 了 。 为 了 解决 这 个 问题 ，1844 年 开始 康 米尔 写 
了 一 系列 论文 ， 创 立 了 理想 数 的 理论 ， 解 决 了 叭 一 分 解 定理 
的 存在 问题 。 康 米尔 还 用 他 的 理想 数 成 功 地 证 明了 费 马 大 定 
理 对 许多 素数 是 成 立 的 。 

狄 德 金 采 用 与 康 米 尔 完全 不 同 的 方法 来 重建 代数 数 域 中 
的 唯一 分 解 定理 ， 他 用 代数 数 类 来 定义 理想 ， 给 出 了 一 般 的 
唯一 分 解 定理 (理想 数 的 基本 定理 ) 。 他 还 创立 了 现代 代数 
数 的 理论 ， 疯 定 了 代数 数论 的 基础 代数 数论 的 工作 在 十 九 
世纪 以 希 尔 伯 特 ( Hilbert ) 的 论 代数 数 的 著名 报告 为 顶峰 。 
他 用 新 题 、 漂 亮 的 方法 来 重新 整理 早期 的 理论 ， 其 后 ， 他 和 
其 他 许多 人 大 大 地 扩展 了 代数 数论 。 

型 理论 的 产生 ， 获 源 于 技 番 图 ( Diophantos ) 的 思想 ， 
从 研究 整数 的 型 表示 ， 引 入 型 等 价 的 概念 以 及 二 元 二 次 型 的 
分 类 等 。 高 斯 在 《 算术 探讨 》 的 第 五 节 中 系统 化 并 扩展 了 型 
的 理论 ， 打 下 研究 数 的 几何 的 基础 。 

解析 方法 导入 数论 使 数论 得 到 很 大 的 发 展 ， 欧 拉 、 雅 可 
比 〈Jacobi) 都 做 了 一 些 工作 ， 解 析 数 论 的 诞生 更 应 归 功 于 
狄 利克 雷 《 Dirichlet，1805 一 1859 ) 。 为 了 证 明 欧 拉 和 勤 
让 得 猜测 ， 每 一 个 算术 序列 

а, atb, a+ 2b, ++, a+nb, (a, Б) = 1 
中 包含 无 穷 多 个 素数 ， 他 引用 了 分 析 的 方法 。 又 ， 对 不 超过 
x 的 素数 个 数 x(x) 的 估 值 ， 欧 拉 、 勤 计 得 和 高 斯 等 人 猜测 ， 


在 这 个 问题 的 研究 中 ， 也 自然 地 引入 了 分 析 方 法 。 
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Ш, ЖАЗ (Riemann ) Ё HAt 


ta = у] Сан) 
n = 1 

ШЕ ВН Л, г EPS E Y ТИИ ЖШ. 

本 书 共 分 九 章 ， 前 六 章 是 数论 必 不 可 少 的 基础 知识 。 我 
们 以 欧 拉 揪 号 和 连 分 数 为 工具 来 处 理 初 等 数论 的 若干 问题 ， 
并 较 全 面 地 、 系 统 地 介绍 同 余 式 及 同 余 式 组 羡 的 存在 、 数 量 
和 解法 。 第 七 章 代数 整数 ， 以 二 次 整数 为 模型 阑 明 代数 整 
数 与 有 理 整 数 的 异同 。 并 在 附录 中 介绍 了 规 尺 作 图 不 能 问题 
的 判别 法 。 第 八 章 通过 数论 函数 与 素数 分 布 ， 了 解 解 析 数 
论处 理 问题 的 方法 。 第 九 章 介 绍 二 元 二 次 型 的 简单 知识 ， 初 
步 给 出 求 二 次 曲线 上 整 点 的 方法 。 总 之 ， 本 书 主要 是 使 读者 
初步 了 解 什么 是 数论 ， 并 为 进一步 学 习 数 论 打 好 基础 。 作 者 
长 期 在 福建 师 大 担任 数论 基础 课程 ， 深 感 数 论 对 于 数学 爱好 
者 的 魅力 之 强 ， 为 了 爱好 者 自学 方便 ， 使 具备 高 中 数学 知识 
及 初等 微 积分 的 读者 都 能 卒 读 全 书 ， 在 讲义 的 基础 上 尽量 修 
改 ， 做 到 通俗 易 懂 、 深 入 浅 出 以 减少 自学 的 困难 。 书 未 附 有 
习题 解答 。 

限于 作者 水 平 ， 本 书 的 缺点 与 错误 在 所 难免 。 黎 希 广 大 
读者 批评 指正 ， 
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й—= ШОШ 性 理论 ， 


整除 是 数论 中 的 重要 概念 ， 本 章 主要 介绍 整数 的 整除 的 
概念 和 福 质 ， 以 带 余 除 法 和 轧 转 相 除法 为 工具 # 建立 最 大 公 
因数 和 最 小 公 售 数 的 理论 ， 并 证 明 算术 基本 定理 sf 此 外 ， :还 
介绍 两 个 很 常用 的 数论 函数 [x1、{x}, 连 分 数 和 欧 拉 括 达 村 
内 容 。 


第 一 节 ， 整 除 的 概念 与 性 质 


两 个 整数 的 和 ; 差 、 积 仍然 是 整数 ， ГОЧ 
除 另 一 个 整数 ， 所 得 的 商 却 不 一 定 是 整数 ,因此 我 们 有 必要 
引进 整除 的 概念 。 
<- RSE, FEREARE, aiT Ea, b, 
c，…，P，q，Tr，… 等 等 都 表示 整数 ;符号 “ү” :代表 FE 
给 ”; “3…Z2 读 作 “ 存 在 …… 使 得 ”; A=B” Ф 
示 “ 若 有 A， 则 有 B”3 &А<=>В” Eig “В ЖА 的 充 要 条 
єє”. 
定义 1.1 设 a，b:#0， 若 3q3a=bq， Mo we 
a(a divisible by b)， 记 作 
. bla, 
或 称 a Ь 所 整除 ， 记 作 
alb, 
此 时 称 b Æ a 的 因数 (factor ) 或 约 数 C divisor) ‚ аЪ 
的 倍数 C multiple), 
反之 ， 若 不 存在 这 样 的 q 时 ， 则 称 b 不 整除 a， 记 作 
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b +a, 
这 时 b 不 是 a 的 因数 ，a 不 是 b 的 倍数 。 
这 个 定义 可 用 下 列 符 号 简单 表示 : 
а, b# 0, 3qZ а=Ьд<=>Ь|а, 
因为 在 定义 1.1 中 ， 并 不 要 求 存在 的 а 是 唯一 的 ， 所 以 
关于 整除 的 概念 ， 必 要 时 可 以 排除 b= 0 的 限制 ， 当 b = 0 
Ba=0B, bra; 当 b= 0 Ва= 0], уа, · 这 时 4 不 
Жи, ，. .| i 
整除 有 下 列 诸 性 质 ， Ж 
1° alb，bja 一 >a= +b, 
证 明 alb, bla—>jq1, 4,2 b= ай, 
&=bq;==>a=qiq.a==>qiq, = 1 =>qi = 01, 
CSS аж kb, 
2° ajb, Ъ|с==>ај|е, 
‚ЖЕН ajb, blc==p3q i, q. Zb=aq, €= bq => 
e= aqiq: =®а|с, : 
$° a[b,,.al|b,, зе, аы, ук, К, +, k, /i 
> ==>å]| krb, +k,b,+ + k, bi? ` 
证 明 对 mn 用 数学 归纳 法 证 明之 。 
A) 当 n= 1 时 ， 显 然 结 论 成 立 。， х 
В) 设 a=h 时 ， 结 论 成 立 ， 即 
ajbi, =, ај, yki, =, k,==>a|k,b, t += 
+ КЬ, 
X п=һ+ 1 时 , #а|Ь,, ++, alb, ај, V 
кз, …，k，ka+:， 则 由 妇 纳 法 假设 及 定义 1.1， 有 :: 


° «р» 是 表示 前 后 二 整数 的 一 种 关系 ， 它 不 与 “运算 关系 ” 连 合 使 用 ， 
放 在 一 个 式 子 曼 。 所 以 此 式 就 是 a | (Кр + kabz + … + kaba ) 的 简写 。 


м MA 
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39.9: Zk,bi +k,b, ++ КБ, =ад,, k,.ib,,. = ай» 
==> kb, +e КБ + Кр = аб: +@), | 
al|k,b, +e + kib, + Куу Бу, 
所 以 n 为 任意 自然 数 时 结论 成 立 。 | 
我 们 把 kibi +e + kaba 叫做 b，…b, 的 一 个 组 合 ， 则 
性 质 3 " 指 的 是 : 若 albi(i= 1, +, n) a 整除 b,,…， 
b. 的 任意 组 合 。 由 性 质 3 "立即 推 得 


4° 于 bm=0, 若 al| lb =b, 
:=1 i=1 
MJ albi，(j= 1，2，…，n)。 
在 一 般 的 情形 下 ，a 被 b 除 时 ， 我 们 有 227. 
定理 1. 1 ( 带 余 除法 ) 若 уа, 0, MJ 3q, ez 
a=bq+r, 0<r<b <; (1) 
成 立 ， 并且 q 和 r+ 都 是 唯一 的 ， 
证 明 作 整 数 序列 
= 80, = 2b, -pb 0, b, 2b, 3b, =, 
则 由 亚 里 士 多 德 公 理 (Aristoteles， 整 数 集 是 亚 里 士 多 德 
式 的 有 序 集 ) ML a 必 在 上 面 序列 的 某 两 项 之 间 , EH за 2 
qb<a<(q+ 1)b 成 立 ， 令 a-qb=r， 则 等 式 ( 1 ) 成 立 ; 
Жаз, ri 亦 满足 (1 )， 即 . 
a=bq i +r, 0=<r,<b 
因而 | 
bq, + г, =bq +r=>b(q, -q) = r - r, => 
==>b|qa;—q|]=|]r-r,l, mir- ri] <b==>q, -q= 0 
к=>г=г,, q=q:, Е 
定义 1. 2 〈1 ) 中 的 q,r 分 别 叫做 a 被 b 除 所 得 的 不 完 
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全 商 (incomplete quotient) 和 祭 数 (remainder)， 特 别 当 
r=0 时 ,qd 叫做 a 被 b 除 所 得 的 商 (Cquotienab ， 这 时 bia。 
例 1.1 = 7, а= -115, M q= -17, r= 4, 

BP = 115= 7 x(-17)+ 4, 0 < 4<7. 
b= 7, а= 848, q=12, r= 0, [Ш84= 7 x12 
+ 0, 此 时 7 |84, г 


第 二 节 ”最 大 公 因 数 与 最 小 公 倍数 ” 

定义 1.3 nRa a, es ans dla: Cie 1, 
2，…， п), Да 为 al，az，…，an 的 一 个 公 因 数 或 公 
约 数 Ccommon factor or commondivisor )， 公 .因数 中 
最 大 的 一 个 称 为 aiy as，*…，aa 的 最 大 公 因 数 greatest 
common factor ) ， 沁 作 Озы босай 

(ау, аз, ++, аш), 

E Car, az, ++, а.) = 1, Жа, а,, +, a. EX 
(relatively prime or coprime) REM, Ж Cai aj) 
= 1 Ci#j= 1, 2,70, n), Ша, аз, ts a, PMM 
EKC). -i бо ыан 

-显然 ， 若 ai ars s а, ВЕЖ, Mu а, Beg t 
а, ER., КА), и (12, 15, 8) =1,{8 
(12, 15) = 3, (12, 8 ) = ' 

#a=a,=- =a= 0, муб РРР 们 的 公 因 
数 ， 但 是 它们 没有 一 个 最 大 的 公 因 数 。 若 a1 az, ety Aa 
不 全 为 零 ， 则 存在 一 个 最 大 公 因 数 ， 

为 了 在 讨论 过 程 中 ， 避免 区 别 正 负 整数 的 麻烦 ， 我 们 先 
5° Яа, а„, +з, a, 是 na 个 不 全 为 零 的 整数 ， Ji) 


(1) а,» а», s A, jja), lagja е, | а„] 的 公 因 
(11) (ау, ags ts а.) = ја, ], ја, |, ө, 


证 明 джа, аз, "°° а. 的 任 一 公 因 数 ， 由 定义 
1° 3 知 | 


dlai (Ci=1, 2, зе, n) =» а: [ (= і, 2 ，…， 


s: 


n) ËD d 亦 是 lai1，las|，…。1an| 的 公 因 数 ， 反 之 也 是 显 
然 的 。 特别 是 ， # d= (а, а, `+, а.) , ё’ = Са, |, 


lasls es Таа Жа, 8а, =, Па 
d<d’; Ң4/]а,, 4 |а,, ++, |а, =>d:<4. | 
daa. | О < 
HYCO, b) = 1Ы СЬ 0 ) ， 所 以 下 面 不 妨 只 在 E 
整数 范围 内 讨论 最 大 公 因 数 的 问题 。 无 特别 声明 本 节 ЕЩ 
现 的 小 写 拉 丁字 母 都 代表 正 整 数 。 
容易 证 明 整 除 的 下 列 诸 性 质 ， 
6° (а а) = 1 Cisj= 1，2，… п) 
=> (а, аз, е, а.) = 1, 
7° Ь]а==> (а, b) =b, (b= 0), . 
8° 若 a=bg+c， 则 a,b 的 任 一 公 因 数 都 是 b,c 的 
АЕ: RZ, b, 5 的 任 一 公 因 数 也 都 是 a，b 的 公 因 数 ， 
. 特别 是 
Ça, b) = (b, с), 
下 面 介 绍 欧 几 里 德 算法 (Euclidean algorithm) 或 称 
加 转 相 除法 ， 并 用 以 求 两 个 正 整 数 的 最 大 公 因 数 ，Ta，b， 


$ 


由 带 余 除 法 ， 得 
a=bqi+r, 0<r,<b; 
b=r,q; tr, 0 <r,<Tr; 
з 
тз = Га-19а-1 + Г) 0 <r.<r.-u 


(2) 


Paot = TQ a F Tasis Tn+1= б, 

因为 每 进行 一 次 除法 ， 余 数 至 少 减 少 1，b 是 有 限 整 
数 ， 故 有 限 次 进行 带 余 除 法 后 ， 必 出 现 余 数 为 0 的 情况 。 由 
性 质 8 "及 7 " 立 得 

(a，b)=(b，ra)= (гз, гз) = = (гасу fa)= ro。 

定理 1. 2 ”任意 正 整数 a fb, ба, b)= r,, r, 就 是 
(2 ) 中 最 后 一 个 不 等 于 0 的 余数 。 

系 1 a，b 的 一 切 公 因 数 ， 都 是 (a，b) 的 因数 。 

例 1.2 求 (-1859，1573 ) . | 


W  q:=5 1573 1859 | 1 = qi 
1430| 1573| 2 =q, 

rs=143 | r= 286 

286 

0 


` (€ —1859, 1573) = (1859, 1573) = 143, 


&2 Ша, Ь= 0 都 是 整数 . 
(1) #m>0, 则 (am， bm) = (a, b)my 
(а, b) 


GD #с>о, «а, е, 则 (2, P). Sb, 


1 а b 
Gi (а b G, вә) 1: 
证 略 。 


ЖЗ nE as, an es ans (a ar) 
=d, (dz, a3)= d3, e, (4,1, а) =4,, WI 
(а;, аз, +, а„) = da, 
证 明 … dalas 1.14,-, H d,-,la,-, 
=> ,|а,-1, X 4,.,|Ф4,==>4„|4,.,, 
Н d,-,la,- => dalasa X daoa | d,s ==>: =d la, 
dal Cai, az, =, an) 
ais аз, ө, a, Z d, 显然 dla， 
dļa: =>d]d;, X јаз =>4|4;, є=>4|4„, 
d<|d|<4,. 
因而 da Жа,, azs e a 的 最 大 公 因 数 ， 即 
(а,, а,, се, а.) = da, 
最 大 公 因 数 ， 还 有 下 列 诸 性 质 ， . 
9° Ela, b)= 1，% 为 任意 整数 ， 则 (ac，b) 
= (с, b), 
Ж1 
证 明 (ас, Б) |ас, (ас, Ь) |Ьс=> (ас, b)| 
(ac, bc), 
由 系 2 (30, (ас, bc)= (a, Ь){с| = |с| => 
(ac, Ь) [с B(ac, b)|b== (ac, Ь)|[(с, b), | 
反之 ， 显 然 (c，b)|(ac，b) 
> (ac, Б) = (с, b), 
10° (а, Б) = 1, b|ac=>b|c, 
证 明 因为 blac，(a，b)= 1 ， 所 以 
(ас, Б) = |b| 一 全 (ac，b)=(c， b) = |b] ==>b|c 
由 10° 立 即 推 得 
11° (а, a)= 1(isj= 1, 2, .…, nH 


ai|m(i= 1, 2, .... п)==>а|а,-а„| п, 


12° (а, b;)= 1(Ч= 1, =s n; j= 1, +, m) 
==>(а,+еа,, буе б„) = 1 

证 明 由 性 质 9 "知道 . 

(a,a,- a, Ь;) = (азал, Ы) = +. = (а, bi)= 1, 
(j= 1, 2, +, m), НЕО 9 "得 

(аза, ---а,, ЬЬ, :-.Ь,) = (aiaa tan, 6,6) = 
= (ауа, а, бш) = 1, 

定义 1.4 车 ailm(i= 1, 2, +, п), ДК т 
ЧЕЗ а, azs +, а, АХ С common multiple), 
Ж а, а, +, а, 的 一 切 公信 数 中 ， 最 小 的 一 个 正 整 数 叫 
做 它们 的 最 小 公 倍 数 《1least common multiple), Е ` 

Cai, аз» +, a, 
定理 1.3 两 正 整数 a 和 jh ， 必 有 
аб = (a，b)[a，b)。 
证 明 设 m’ 是 a,b 的 任 一 公 倍数 ， 由 定义 1.4 知 
m’=ak=bh 
&a=a(a, b) b=bi(a, Б), A канага, БҮ" 
a,k=b,h 

由 定理 1.2 系 2 的 (iii 知 (at， Ьу) = 1， mtu: 得 
bik， 即 k=bit， 所 以 


= aka = арр. 
m! = ак = аі (а, 5 ts 


Оша, b 的 任 一 公信 数 ， 都 是 -- ‚ун. 并 县 ab/ 


(а, 
(ab) 是 a，b 的 公 倍 数 ， 所 以 取 t = 1 时 -5 5726 200 
最 小 公信 数 ， 


2. са, b= 2 


(а, b)’ а, Ъ)са, bj = аЬ, 


由 定理 1，3 的 证 明 过 程 中 ， 已 经 得 到 l n 

系 1 二 非 0 整数 a 和 bpb 的 任何 公信 数 ， 都 是 C a， b 
的 倍数 。 | 

注意 定理 1.3 中 二 整数 a 和 b 必须 同 号 а, b 
为 正 整 数 是 必要 的 ， 但 系 1 里 允许 a,b S, EREE 
Tk, h, t 可 不 限于 正 数 ， 定理 1， э 不 能 推广 于 多 于 两 个 


整数 的 情况 ， 

系 2 Вп Е 0 整数 ay азу ==, аг» Atü jt 
т, CMa аз) = Mgs *s CMs-19 aà|,J= Mas 
则 


Са, as e an] = БЕ 

-HER 办 假设 条 件 知 . 

. mm дю, n— ТУН. almas чы? i 
а: | maGi 2n) =a matis 1，2，… эө,» Ж 
al，az，…，an 的 一 个 公信 数 。 : со 

E т Жа, аз, се, а, BES ХЖ, Ма, |m, 

а, | т, 由 定理 1 SRR TA min, X a,|m—>m,|m, 

又 а,|ш==>т,|т, ++ —=>m,|m=>m,<|m|, Í 

由 定义 1. 4 外 Е | 
(а, аз, +, а= ты, 

从 系 2 的 证 明 中 ， 已 证 明了 `. 

系 3 п а, ar сз, ao 车 a Imisi, 
2, +, n), Са, а,, ees a,J| m, 

例 1.3 H. ZW NE, ИЛЫШ, PRAT Z, 
轮 有 323 岩 ， 甲 的 某 一 齿 与 乙 的 某 一 齿 从 第 一 次 接触 到 第 二 
次 接触 ， 需 要 各 转 几 周 ? | 

解 ” 依 题 意 ， 就 是 要 先 求 出 甲 轮 齿 数 和 乙 轮 齿 数 的 最 小 


$ 
í 
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公 售 数 。 为 此 先 用 驾 转 相 除法 ， 求 得 
C437, 323) = 19， 


437x323 _ 
19 


С437, 3232 = 7429, 


所 以 甲 转 7429+437=17( 周 ) 

乙 转 7429+323= 23( 周 )。 

E, МНА 8 Rl ZJ 3 — 此 第 一 次 接触 后 ， 甲 转 17 
周 ， 乙 转 23 周 后 才 出 现 第 二 次 接触 。 


第 三 节 ”加 转 相 除 法 与 连 分 数 


本 节 除 从 辑 转 相 除 法 引入 连 分 数 的 概念 及 研究 其 结构 之 
外 ， 还 证 明了 任 一 实数 都 可 表示 为 有 限 或 无 限 连 分 数 ， 及 用 
连 分 数 的 渐 近 分 数 来 作为 实数 的 有 理 近 似 值 是 最 佳 的 。 

由 第 二 节 等 式 ( 2 ) 我 们 有 


а= д, +г,, 
Ь=г,8, +з, 


їз = 1;9:+Гг,, 
э, ==ъ.. 


Ta-s = Га—-2Ча-2 T Га} 
Fang = Fani An- +I, 


Tasg = fonda 
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a o L 
bp 291+ 一 1 (4) 
aat 
3 
+ l 
1 
Ga- + q, 


形 如 ( 4 ) 右 边 的 分 数 ， 称 为 有 限 连 分 数 ， 它 可 简写 为 


1 1 1 1 
+ —5—.. 或 Cq ,， ee, qae 
qi q; + q. + 4.-1 + qn tq; q ‚Чч J 


用 后 一 种 表示 法 时 ， 必 须 注 意 它 与 最 小 公 倍 数 的 意义 是 不 同 
的 。 


ул. 1 
定义 1.5 形 如 qi+ 1 h egi BA 


做 连 分 数 ( continued fraction ) 。 令 人 = 总 = Qi 十 
k 


gipet ЖИЙ b 为 该 连 分 数 的 第 k 个 渐 近 分 数 ( k—th 


convegent ) 。 


如 ，(14 ) 的 各 源 近 分 数 分 别 是 ， 


P, _q P 1 ага+1 
ў, = 212311, $= —2. = + 291 
! 1 1 , ? Q: 91 а q: 
_ q:P, +P, 
 q.Q I +Q,” 


其 中 P。= 1, Q = 0、 同 样 地 ， 


begut з ° 
5 ata; Ca: +——) Q: +Q. 
a 3 P, +P; 
= a Q. +Q, 
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等 等 ， 更 普遍 地 
P。、_q:P,-:+P.-， 
Q, qsQs-1+Q.-, 
今 用 数学 归纳 法 证 明 如 下 : 
证 明 Л) 当 s=2，3 时 ， 显 然 结论 成 立 。 
В) 设 小 于 s ig 结论 成 江 ， 为 s 时 有 


$, = 〈2 委 SSa)。 


б, = 他- [qi, а, d= Cades Чз-1 а 2 
1 
_ Qe- Sia DPs. Р» | | a ; P 
аа +- 1 5Q.-, +Q- -3 0 
ü = 9: (qs- в 22 + Pena) + P,- -2 To š ЮАШ 
 q.(q,- 1Q;- 2 + Q,- з) + Q,- 2 | 
_ QsP,.1 + P,- _ 7 5=2_ ` | Ei “i 
_ qdQ:-:+Q,- 2 2 
从 上 面 的 分 析 ， 可 得 


定理 1.4 Фат, О,= 0, Р, =, Qis 157 
则 连 分 数 ( 4 ) 的 源 近 分 数 志 :的 分 子 和 分 母 是 О 
| aP P 


Q. = q.Q.-: + Q.-:. 
其 计算 方法 可 列表 于 下 : 


(s=2, Зз, е, п) | (5) 


| 
СЕ 

| 

i 


Paj 1 [Pasas ате ө куер, «Р, 


Qs 0 Qi=1 СИГЕ e ` Q= Qs- ,+ Qs чь = 9.=ь 
| | W 


例如 ， 由 例 1. 2 的 演算 知道 


1859 _ 11 
лз ^1 =s 
qs | | qi= 1 | 92 = 5 | qs= 2 
T — — 
Р, 1 | 1 | 6 | 13 
Q. 0 | 1 | 5 | 11 
\ 
Р, _ P, 6 Р, _2Р„+Рү 
Шо == 1, .= Q. 5 $з= Q, = 29, +Q, 
= 19 _ 1859 
11 1573 
观察 相 邻 两 个 浙 近 分 数 之 差 ， 有 
Š, — Ó = Р, _ P... = P,Q.-, - P, Q. 
. 1 О, О, _, О,О,-1 
һ, | : 
QQ， А Я n (6) 
系 1 (6) 中 的 h=(- 1)°, EDS, тё. 
2 (- 1) 
7 Q.Q.- 1 


证 明 由 (5) 当 s= 1 时 ， 
һ,=Р,О„-О,Р„=ахб-1х1 = 2150210, 
并 且 对 于 任意 5 都 有 
ћ, = (qdP,- + P..,)Q,_,— (q,Q.., + Qu ӘР, 
2229 1-Р,-19,- ,= hh 1 Ы EOU 
n. = -h;=(- 1), 1 13 = -h,=(- 1), i, ü 
т n | | 
例如 ， 上 例 中 32 0-06-11, da-da =d- 


_6___1_ 
5 55” 


如 有 理 数 一 样 ， 我 们 也 可 以 分 解 无 理 数 成 连 分 数 ， 为 此 
只 须 设 法 分 出 数 x 的 整数 部 分 [XJ 就 可 以 了 ， 
[Cx] 是 数论 中 的 一 个 重要 函数 ， 它 对 一 切实 数 都 有 总 
У, ЖЖАХТ x 的 最 大 整数 ， 这 酒 数 叫 做 x 的 整数 部 分 
(integral part of х), 3 Ех-[х) = (x) 叫做 工 的 小 
数 部 分 (C decimal part of x) 
例如 С92= 9, (3.772= 3, (—3.77)= — 4; 
{9}= 0, {3.77}=0,77, {~ 3.77} = 0.23, 
函数 Cx] 和 {x} 有 下 列 简单 性 质 ， 
(i) x=[x]+ (x), 
Gi) (x)<x<[xJ)+ 1; x- 1<({х]<х; 
0<(x)<1. 
Gii) Сх)+ СуЈ<Сх+ уу {х}+ {у} >{х+у}, 
证 明 0 (x)<x, (yJ)<y, 
(xJ+ [(yJ<x+ y 
分 别 取 整 数 部 分 ， 得 
C(xJ+(yJJ =(xJ)+[yJ<(x+ 2. 
х} (у)221 08, {х}+{у}>{х+у}, 
{х} + {у)<1 R}, {х}+{у}={х+у}, 
{х} + {y}>{x +y}. 
(iv) Cn+xj=n+(x), п 是 整数 。 
证 明 ° (n+xJ)=(n+(xJ)+ (хр) =n+(x, 
(у) сх “С 1 ， 当 x 不 是 整数 时 
-Cx]， 当 x 是 整数 时 。 
ШЕ 当 x 是 整数 时 ， 显 然 
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(-хў=-х=—-{х3; 
当 x RER, {(x}>0, x=(x)+ {x}, 
C- xJ= C- Сх)- {х} = {(-(х)-1)+ 


(iv) 
(1-{х})] =-(x)- 1, 
(vi) Wa, b> 0 是 两 个 整数 ， 则 


НЕ {а Ь о<ь{г <b- 1. 

am эу -[ УП 
又 因 b> 0， 所 以 0<b [а)<ь-1. | 

事实 上 ，(vi) 的 结论 就 是 带 余 除法 的 结果 ，a = bq +r 
ваа 08), 

(vii) #a, b 是 任意 两 个 正 整数 ， 而 不 大 于 a 而 为 b 
的 信 数 的 数 的 个 数 是 | 2 | 

证 明 若 a<b 显然 成 立 。 若 a>b,m 是 不 大 于 a 而 为 
b 的 倍数 的 正 整 数 ， 则 0 <m=bm,<a, 042 
#km,, а= [2]. 
(viii) 在 nl! 的 标准 分 解 式 中 ， KAF р(р«<а) 的 指 


注意 ; роь 则 [| =- 。， 故 上 式 只 有 有 限 项 不 
为 0， иши, 并 且 p<a 的 条 件 亦 可 删 掉 ， 因为 p > 
n Bj, h 

证 明 йм, Зу 1 п 诸 数 都 分 解 成 标准 分 解 
式 ， 则 由 算术 基本 定理 (此 定理 将 在 第 五 节 中 证 明之 ， 这 里 
先 借用 ) 知 , 就 是 这 n 一 1 个 分 解 式 中 p 的 指数 之 和 ， 设 其 
H p НЕ rC г) ВЛ п, m 

Һ= п, + 20+ 3п,++#=(п|+п,+пу+ 6.) 

+ (п. + пу +) + (0+6) = М6 М, +N; + 


ЖМ, =п,+п,, +++ n — 1 个 数 中 能 被 p" өл 
Л, ОШМ, = - [5 | 


系 1 ni= H o=: 


ЖЕН E En, 
„Ж 2 RERIG- D. 是 整数 0 <<, 


证 明 因为 a=(n-k)+k， шан) яа 


*]+ 


2] 
a 


со 


[8]. адр рЕр 


р р 
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SPH БӘ) EI 


| J 


ПОЗ 
| Pn | p<n 
由 系 1 知道 k1(n 一 k)!1n!， 故 机 宪 数 是 整数 ，。 | 
г п! _, 
系 2 给 出 了 组 合 数 Cr ao TIG DI 定 是 整数 ， 由 系 2 


立即 可 得 

Жз ， 若 {(x) 是 一 个 = 次 整 系数 多 项 式 ，f okx) 是 它 
的 上 阶 导 数 (k<a)， 则 fdo(x)/k! 是 一 个 =-k 次 的 整 系数 
多 项 式 . | 

anaku qa 

Кие тёр йа +з ияш, жии 


ШЖ ЕБЕЛГЕ, HENIE 详解 九 章 算法 》(1261) 
里 ， 指 出 页 宪 已 经 用 过 下 述 的 图 形 


1 5.1010 5 1. 
Е: гаа 6 1 
因此 我 们 可 以 看 出 二 жй нле, MERETE 
世纪 已 被 我 国人 民 所 发 现 。 这 要 比 欧 洲 最 早 发 现 这 个 事实 至 
ово НИ Т С Pascal) AAEE ) 
星 400 年 。 AERE PPH LERARES я, XREF 
称 为 页 宪 三 角 更 为 确切 , 


а 


1 


L 


例 1.4 计算 40! 中 出 现 3 的 方 次 数 ， 


解 b= É "|: + [91+ 15 |=13+ a+ 118, 
要 把 实数 a 分 解 成 连 分 数 ， 首 先 应 求 得 alsa; a= 
а; + {а}, 0<{а}<1. Кеа = уо 则 


asat l a> 
1 


= J = = ” 
а: =а, + а; ‚ a= (а), G, та; ү?! . 
Өз 
= 1 = ` = - 了 
G,- = a, + ау? ar = Са, - 17». О ќа. Т, >1, 
1 1 1 
asat- a, + аз+ ` a+. в, = Га, azs авз" .. 
a, G, J, | .. (7) 
把 连 分 数 化 为 分 数 ， 有 
Qa 二 1 a,P. + Pi 
а = 18171 ga Ока аа (k= 2,3,0), (8) 
а, . G aQ, + Q, ` А ЫШ ) 《 


ЖУТ. 6 我 们 把 ai 是 整数 ， аз, 3k， … 都 是 正 整 
数 的 连 分 数 Cal，a,， сө а, эзш АЕ 23k ( simple 
continued fraction ) 。 若 ai 的 个 数 有 限 就 叫做 有 限 简 单 连 
分 数 ， 著 ai 的 个 数 无 限 ， ARER EESK, 对 于 无 
限 简单 连 分 数 ， 我 们 仍 用 好 - =[a1, azs s aJs, (k= 1 2 
1, “ә, 来 表示 它 的 第 上 个 渐 近 分 数 。 Хч коо BÍ 
ж-ти, REE PRBE. (уат 
И 


显然 ， 定 理 1'4 及 系 1， 对 于 无 眼科 单 过 分 数 的 情 ， % 0 
18 


然 成 立 。 定 理 1.4 的 
系 2 简单 连 分 数 的 每 一 个 渐 近 分 数 都 是 既 约 分 数 。 
证 明 … PQ -О,Р,_, =(- 1) 

(P, Од=1. 
事实 上 ， 否 则 有 一 个 整数 p> 1 E piP, B р|О,, 

那 末 ріс 1 )*， 这 是 不 可 能 的 。 ио 
注意 ， 本 节 前 面 所 构造 的 连 分 数 ( 即 ai = Сог) ) 都 是 

简单 连 分 数 ， 帮 以 前 的 结论 都 适用 于 简单 连 分 数 。 例 如 ， 


-V2=-2+(2-V2)=- 2 + —— 
3:41 
__ 1 >, l] 1 1 1 
73 Түү, 1 
2 : V 2-1 
=(-2, 1, l, 2, 2, 2, …] 是 一 个 简单 
连 分 数 。 若 
м2 = -1+01-У)= -1+ 一 二 一 
Үз 
=- — 1 
1 sr V7) 
=--1+_ l р 
7217 
1- 2 
= -— 1, - 2, -2, -2, ӨЛ, 
这 就 不 是 简单 连 分 数 了 。 
YY 
7 


KPP 
这 是 没有 意义 的 ， 因 为 0 不 作为 分 母 。 
定理 1.5 任 一 简单 连 分 数 都 表示 一 个 实数 。 
证 明 显然 ， 有 限 简单 连 分 数 都 表示 一 个 有 理 数 ， 今 设 
篇 单 连 分 数 
Ñan аз» "5 а 3 
的 渐 近 分 数 为 
Р, P, P. .., 
Q Q 7” Q ° 
由 定理 1.4 及 其 系 1 ， 知 
P, Pha _ (= 1) 


Q Q. QQ 
ЖН а>ї1(1=2, 3, e), Q ,=1 , Q,=a,2>1 , 
Q; =8;Q: +0, =а;а, + 1222, s Q= aQ + Qs 
>k- 1, 


; Р Р,_ [6=1)* “j 
lim | Er Раа |= li 
wa Q, Qin: kr. QQ- 1 
< 
Slim үйү ny? (8) 
又 因 , 
P P P 
_ „Рак a Pree = ( 22k 226-1. 
žk ба-а Qz: Оз: (о Оз-1 ) 
Pari Parae I ° aper КЕ 
二 СЕРИ х: 
(с -1 Ок» ) 
-2 1 1 —_ Qa ~ Qor 


QQ: Q. Qa: 7 Q. Q... ‚Ош 2 


-Qor а, Озь. 17 - Qa. 2 Tän < 0. 


ОАО. Qar- 2 арар 
АА Q, < dara rd = B, + 
同 理 
э 
barai Bots = drt bars o oA >, 


Ога. І Qara 3 Qa Qa 3 
= (— 1) 2k Š _ $ < 0 
Hü 8621 一 Sz2r_1 = Обаа -2> 0, ӧз. Ӧзк-2 , 


ddd >: ">ӧ,=а, 2. 
且 一 切 偶 次 渐 近 分 数 都 大 于 奇 次 渐 近 分 数 。 从 而 得 到 


Ó Š » Š, | 7010) 
是 一 个 有 界 递减 序列 ， 其 下 界 是 al 
Š 5з, °"... бз. 1 (11) 


是 一 个 有 界 弟 二 序列 ， 其 上 界 是 ai + 二， 
. 因此 [Se_，S:oCk= 1], 2, …) йа, 
ш. Š, 存在。 


定理 1'6 С-Н ОЖ 分 数 ， 并 
上 且 其 表示 法 是 唯一 的 。 

证 明 о 是 实 无 理 数 ,因为 实 无 理 数 不 能 用 分 数 来 天 
Rs MAT ) 中 的 a, 仍 是 无 理 数 ， 今 证 明 


lim ra, аз, 9 а= a. ооз К (12) 
ГИЧ | 
Р, aP + Р, Р, (1) 


а 一 一 一 一 


Q, aQ +Q Qe буса, Qi бул. i). 
JIR aa = (9,2, H a Qh + Qu- Dars Qi + Q 1 = 
Q. , 2k, 


C 13) 


ЧЕ | 1 <. 1 
|e Q, О, (9.09. + 0,1) ` k(k — 1) 
1 一 1 了 
当 k-~>co 时 ， КЕТ 0, Blim ©, a, Шо 可 表 成 无 


1) 
限 简单 连 分 数 . 
今 证 明 其 唯一 性 ， 若 a 可 表 成 两 个 简单 连 分 数 
a’ = [ays а, ++, ау, 7 
В/ = Cbi, bas зе, бу, * J 
Xa = B =а 时， 由 于 a' УВ’ 的 整数 部 分 相等 ， 小 数 部 
кач, 简单 连 分 数 要 求 ax b, 是正 整 数 ， 故 只 能 是 
= [Ka l = CB) =, Bfe} (87) ` 
СТУ 
= Сац, azs +, а, оү] 
p- (b, bas се, b, BJ 
= [а,, а,, ts aks В, 2 
这 里 必 ax = В.>1, ЖФ 2 К asis arees bi 
bi4: 都 是 正 整数 ， 故 有 
ъ= [BI = Car) =a 


且 
В ~ l _ 1 _ 1 _ 1 
к (B; Bi~ (B. ar~ Сај ` (ai) 
= Gk+1° 
所 以 a 的 分 解 式 是 唯一 的 。 
ж а= Р. (Ое у, Р, (с-н 
4 Q+ [ДИ 或 a= Q о? * 


JoRB0<s,<1, 0< eA<1, 
y - 1____ _1_ 
证 明 AQ Kas MUO aQ * бу; <o 
22 


<0-， 即 存在 0<ek<1，0<e! <Ї1 ee、 地 使 得 


1 
aQ +Q, Qui Q, 
成 立 ， 把 上 式 代 入 (13 ) 的 右边 ， 移 项 后 即 得 系 中 的 结论 ， 
这 个 系 说 明了 ， 用 a 的 第 & 个 渐 近 分 数 作 为 a 的 H 
近似 值 ， 其 绝对 误差 小 于 1 /QQui B 


Peje l 
|а а 

与 定理 1'6 同 样 的 方法 ， 可 以 证 明 

定理 1.7 对 于 有 理 数 个 

(1) Eps [а,, аз, y aj = C bis bz, ”, bal 
Н a>l, ba> l, 则 m = n, ai=bi(i=1, 2, +, n). 

Gi) FH HIP ЖОАН УИ. Вр 

L [ay asss a,J = [as а,, l. ar 1,10 
‚ (a,>1) 
定理 1.8 ”车 a 是 任 一 实数 ， Q Ë o 的 第 K 个 渐 近 分 


数 ， 则 在 分 母 <Q 的 一 切 有 理 数 中 ， 本 是 a 的 最 好 的 


н ЦЕ. вро <<Оо, W 
_ Рк 
а-о |< 


_ p. 
а P| (14) 
证 明 a= $ 则 定理 已 经 成 立 ， 因 此 ， 只 绩 讨 论 
«= Q 的 情形 ， 此 时 存在 a 的 第 k+ 1 个 渐 近 分 数 有 e+ ， 
k+1 
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s cabai инд Ыы 
йж CGE Fo < QU D B i W t 


之 ) 。 
Gi) ап 30<q<Q WJ 


Pirr р, 
п а <a са) 
Б ды: Dx < < Pra Pisi ñ 
否则 ， Eo < <o. ° 由 于 Q，， ERATA Н a< 
ALQ Ж e< P<. 因此 
P pa P.a 1 Pisi _p— 1 
q g= 49, 2 аО,” Q... q > О, +19 


HQ. +О >ч, 1 
Р, Р, _ аыр) :(р у> 1 


Qk. T Q, Qeri q Q. qQ,, 
1 _Qa +Q, > 1 
qQ, а0,0,.. ОО, 1 ’ 
这 与 定理 1.4 系 1 的 结论 矛盾 ， 故 (a ) 成 立 。 
GD 由 定理 1.5 证 明 的 过 程 中 及 Gt < Ge: ， 即 得 
a <a< gt 
Pol e Pesi Л 
车- <, Wi ) 显然 成 立 ， 若 E Qua < а, Ж . 
Р,. р 1 
>ja- P| >t Д 
e= р |> Q, Ж >G. ° 


另 一 方面 ， 由 定理 1.6 的 系 知道 |- |< 1... # 


Q. | QQ ° 
得 不 等 式 ( 14 ) 。 
例如 ， 用 轧 转 相 除法 ， 可 以 算出 
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176501 _ C2, 1, 1. 2, 1» 6, 1, 4l, 


= _- = С -1, 1, J> з, 1, 2, 43, 
X1+V 5=L[3 4, 4, 4, JD, K 


0 1 2 3 4 5 


| | ; | 
q Í | Bl 41 41 4 a 
| | \ АНН 
к ОИ 
Р, 1 b jas joss 238 sm 
o l olal alari rz] s 
233 1 
a-g |- vs - 2 Бетта 


яшн Әз 1 + канди нума 后 四 位 了 。 
我 国 古 代数 学 家 柯 承 天 〈 370~447 ) 发 现 可 以 用 等 (的 


Ж) 表示 圆周 率 л 的 近似 值 ， 祖 冲 之 (429—500) 发 现 可 以 


用 333 CRR) 作为 圆周 率 л 的 近似 值 ， 比 西欧 最 早 发 现 这 


一 事实 早 1000 年 。 实 际 计 算 我 们 知道 x 的 连 分 数 是 ， 
a= [3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 21, 31, 14, 2, 
1, 2, 2, 2, 2, 1, 84, 2, 1, 1, 15, 3, 13, 1, 
4, 2, 6, 6, 1, +) 
其 渐 近 分 数 是 ; 
3 22 333 355 103993 104348 


1° 7' 106° 1137 33102 ' 33215 ° `” 
而 约 率 及 密 率 刚好 是 r 的 两 个 渐 近 分 数 ， 由 定理 1.8 知道 ， 
它们 都 是 最 佳 近似 值 ， 由 定理 1.6 的 系 知道 
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x- 855 


1 

113 пахана ` 0 
故 密 率 是 x 准确 到 小 数 点 
355 


-3 = 3.1415929…。 由 此 可 见 ,祖冲之 在 数学 上 的 成 就 是 惊 
人 的 ， 他 确 是 世界 上 第 一 流 的 数学 家 , 
下 面 将 介绍 循环 连 分 数 与 二 次 根 式 的 关系 


EXIT 对 于 一 个 无 限 简 单 连 分 数 Cal,…,as，、… 

若 能 找到 两 个 整数 s 之 0 和 7>0[ 
а, а= азн Cisl, 2, es t К=], 2, +), R 
们 就 把 这 个 无 限 简单 连 分 数 叫做 循环 连 分 数 (periodic 
continued fraction ) 。 并 简 记 为 
Cais +з, ass aai 
注意 : Fas Cars 


aso сз 


eey аы] 


ө, ал, «Ја Са, ©, аә 
° as+tJ 是 一 个 循环 连 分 数 ， Qs= Lantis арэ 
J, MM а,.:=а, аз (k=0, 1, 2, ++), BH 
а = Са,, а,, е 


› Agtis 9,41) 
= (а, azs 


ts agito буру, 
=-= Са, аз 


“s Astitkgty Оазе) = б + (15) 

反之 ， # (15) 成 立 ， 则 a 是 一 个 循环 连 分 数 。 

例如 1+/$= C3 4, ds 40 sJ = С, 423 
м28= C5,3,2, 3,103, as = [ 3, 2, 3, 10, 3,-` 


“3 
SASF 013 = 


з G. = 
. Ü =G, 6 =G, = 


C2, 3, 10, 3, 2, 
1.5 将 方程 


*—x-1=0 
的 正 根 分 解 成 连 分数 。 
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(а) 


R 容易 在 出 ， 这 个 方程 有 且 只 有 一 个 正 根 位 于 1 与 2 
之 间 ， 因 此 可 以 假设 


X = 1+1, y>1 


为 了 把 (a) 的 左边 按 =x- ЖЕТ. BUH BG К 
数 上 有 名 的 和 那 Horner) 方法 ， 这 个 方法 是 和 那 在 1819 
年 提出 的 ， 但 我 国 宋朝 刘 益 解 二 次 方程 时 就 用 到 了 这 种 方 
法 ， 他 比 和 那 早 700 多 年 ， 宁 朝 贾 宪 使 用 类 似 的 方法 亦 比 和 
那 早 600 年 ,到 宋 秦 九 部 完整 地 发 明了 天 元 算法 , 亦 比 和 Я 
500 多 年 ， 其 方法 是 用 综合 除法 求 出 变形 后 方程 的 各 项 系数 。 
如 


1+0+0-1-1 1 简写 为 
| 
_ 1т1+1+0 10 0 -1 -1 
1+1+1+0-1 — шсш ——— 
414243 1 110-1 
1+2+3+3 1123 3 
| 
т1+3_ 11 3 6 
1+3+6 | 
11 4 
+ 1 | 
1 + 4 


BE y*-3y°-6y?-4y-1=0 (b) 
(b) 的 正 根 4<y<5， 因 此 ， 取 y =4+ 1, ШІ =у-4 


(z 之 1)。 用 和 和 那 法 可 求 出 
49z1—60z5 — 5422 ~ 132-1=0, (c) 
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这 方程 有 正 根 1 <z<2,， 令 z-1= 1 (t>0)， 得 


79t* + 105t° —60t* – 136t — 49 = 0, (4) 
(d) 的 根 1<t<2， 令 t- 1= 1, ФЯ 

61и* – 375и? ~ 729и? – 4210-79 =0 | (e) 
有 正 根 6 <u< 7，…。 所 以 (a) 的 正 根 是 

x-1+ 1 1 1 1... 


4+ i+ 1+ 6+ 
= (1, 4, 1, bL 6,7, 
ERRATA, 知道 它 不 是 循环 连 分 数 ， 
” 用 连 分 数 来 计算 代数 方程 根 的 近似 什 的 方法 是 十 八 世 纪 
拉 格 朗 日 所 发 明 ， 
ш 6 将 方程 
2 =5 (а) 
的 根 分 解 成 连 分 数 ， 
解 显然 (a) 的 根 2<x<3， 令 xz= 2+-， (у>), R 


入 (a) 得 
е! 1 е | 
2 Y=4*27=5, 或 (二 ) =2 i (b) 


由 验算 知道 (b) 的 根 3<<y Lh Фу=3+ l (z>1) 。 代 入 


Бүз узу 128 128 \* 5 
(2) б=з=>(®)*- 125 = (12) =T 


或 (1.024) *= 1.25. (с) 
FMRE al <<, ө. 


x= 108,5 = 2 + -— 1 


5. 9+” = [2, 3, 9, +], 
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定理 1.9 每 一 个 循环 连 分 数 ， 都 一 ХАК ТЕЖЕ 


二 次 不 可 约 方程 的 实 根 ， 
证 明 FERESE, 
а= (ар, +, а,а,,,, trass] o 
Zea, = Саз аааз, 7. 
is = 0 时 ， 由 等 式 (8) 得 
аР,+Р,_, 


а = Са, `°. aJ = [al э, а, 27] = 一 一 
РД >» РА . . аО,+О‹_ | 


Qa? + (Q i Ppa- P. =0. (16) 
若 s>0， 则 由 等 式 (8) 及 定义 16 下 面 的 注意 ， 得 
a= [ais +, а,, Q] = Са, ts а, 'Ө, asri 
а, ) ` 


ља L&P t Psi x as Poset Poria 
а.б, + бу aQ + Qore 


_-Өаа+Р, , _ - о... 1a + Pire а 
Q.a- Р, Qua- Р s+t 


== (Qa ~ Р,,.)(- Q. ла+Р, 1) 
= (Q.a ~ Р,)( - Q... iq + Pi) 
Шо 是 下 列 二 次 方程 的 实 根 ， | 
(9...9, - Qst Qa? + (Р,,,. iQ. + Pe Quir- 
Р, Q... -Q.. P... )a PoP, ~ Postar P.)= 0 
(167) 
因为 « 是 无 限 连 分 数 ， 所 以 a 不 能 是 有 理 数 (定理 1.7 ) ， 
故 a 是 无 理 数 ，(16) 和 (16) 都 是 二 次 不 可 约 方程 ， 并且 
(16) 和 (16 ) 的 无 理 根 一 定 是 二 次 不 尽 根 OKRA). 
定理 1.39 的 道 定理 亦 真 。 ' 
定理 1.。 10 若 f(x)=ax?*+bx+c 是 一 个 整 系数 二 次 
不 可 约 多 项 式 ，a 是 f(x) = 0 的 一 个 实 根 ， 则 表示 a 的 简单 
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==> 0, = 


连 分 数 是 一 个 循环 连 分 数 。 

证 明 因为 f(x) 不 可 约 ， 故 oa 是 无 理 数 . 由 定理 1"6 知 
j, o 可 表 成 一 无 限 简单 连 分 数 ， 设 as = Llais aats] ， 
则 由 等 式 ( 8 ) 得 


в„Р„+Р,_, 


а.О, + Qaa” 


代入 f(x) 得 


(Zaran, ) Рато) + 


左边 整理 得 到 a, 的 整 系 数 方程 
Аа? + В.а, + С, = 0 
其 中 
A,= aP: + bP,Q, + ceQ’, 
B, = 2aP,P,_, + b(P,Q._, + P, .,Q.) + 2cQ,Q,_,,(17) 
С, =аР a-i + bP Q, i+ с02-,= А, 1. 
йа. ЖУ _ 
А.у? + Bay + С, = 0 . (18) 
的 一 个 实 根 ， 由 (17) 式 及 定理 1,4 系 1， 得 
В; -4А„С„= (b2 —4ac)XP,Q.., 一 P,_,Q.) : 
=b2-4ac, | 2 (19) 
由 定理 1.6 的 系 ， 得 | | 
Р„=«О„ + б. (|s,1<1) 
代入 (17) 的 第 一 式 ， 得 


Au=a aQ, + ©-) +b( aQ. + &-)Q.+cq2 
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= (аа? + Ба + с) 02 + 2aqe, + a И + ре, 
єз 
= 2а@в„+а ,+ bes, 
"e ТА, |< [2а [+ [а] + 161, 
由 (17) 的 第 三 式 知 ，C。= Anis ЯД 
[С.1<12аа | + [а| + 161. 
最 后 ， 由 (19) 知 
ІВ.|«<у4ТА,С, [+ |b? — 4ac| < 
“402 [ао | + [ај + |b: + |b2 дасі 
H Ға, b, с, a 都 是 常数 ， 故 满足 上 面 不 等 式 的 整数 组 
(A.,，B,，C.) 只 能 有 有 限 个 ， 因 此 在 序列 
(А,, В,, С), +, (А,, Bas С), +e 
中 一 定 有 三 组 值 是 相同 的 ， 即 有 三 个 正 整 数 ni，n:， пз 
(ni<ns<ns) 存 在 ， 使 得 
A. = А, = А.з = А, 
Bai = Bas = Bag = В, 
Cai = С, = Cag = C, 
Н(18) Aars ааз, Gas 26 
Ау? + Ву + С= 0 
BR, IB {f(x) 不 可 约 ， 故 由 (18) 知 As 关 0 С H|, а, EA 
理 数 ， 于 是 f(x) = 0 的 根 a 也 是 有 理 数 ， 这 是 不 可 能 的 ) ， 
因而 ， 上 述 方 程 有 且 只 有 二 实 根 ， 所 以 au，aas，aas 中 一 
定 有 两 个 相等 ， 不 妨 设 usl = аһ. 
a EKRE, a = aa: 也 是 实 无 理 数 ， 由 定理 1.6 H 
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道 只 能 唯一 地 表示 为 无 限 简单 连 分 数 ， 记 以 
Ail+1 Ang+1s aol+2 二 3noz+29 *** 
“s=ni, t=n,—ni В 


а= [а ° as аур, бу аы], 


第 四 节 欧 拉 括号 


本 节 将 介绍 欧 拉 括号 的 向 念 及 其 性 质 ， 把 它 作为 计算 连 
分 数 的 渐 近 分 数 及 解 不 定 方程 的 工具 。 
现在 我 们 把 驾 转 相 除 法 推广 如 下 : 设 r 及 ri 是 所 给 的 
两 数 ， 而 ki, К, o k, 是 任何 a 个 常数 或 变数 (我 们 将 
把 这 些 数 看 成 正 整 数 ， 但 是 下 文 所 有 代数 上 的 结论， 对 于 
fs ris 1，…， 上 ,为 任意 数 时 亦 正 确 ) ，、 现 在 我 们 从 下 列 
方程 来 探求 数 Tas Їз, og Tay Fatis e 
r=kiri+r> 
ri =k.r;+ rss 
To © (20) 
ттш = К.га + E 
Го = Karita F Газзә 


Tani =k,r,+ Patio 


(20) 中 的 方程 与 (2) 中 的 方程 的 区 别 在 于 ， 

CG) kik,，…,. ka JFE т, 除 r，r, 除 r ,等 等 所 得 的 
不 完全 商 ; 而 q i, а +, q. ЖН Ьа, г, 除 b 等 等 
所 得 的 不 完全 次 ， 


Gi) rz, [ss "ә Tas г 是 由 给 定 的 Г, Г, K k, 
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G=1, 2, =s an) 根据 (20 ) ARRAY (Euler's algori- 
thm) 来 求 得 的 ; 而 (2 ) 中 的 di(i=1，*…，n) 和 ri(i=2， 
-o п) 都 是 由 给 定 的 a，b 经 欧 几 里 德 算 法 来 求 得 的 ， 所 
以 网 几 里 德 算法 是 欧 拉 算法 的 一 种 表示 形式 ， 

GD (20) 的 每 一 个 方程 都 可 以 看 作 第 一 个 ， 亦 都 可 以 
看 作 最 后 一 个 :，(2) 就 没有 这 个 特点 ， 并 且 (20) 的 ri 之 值 被 
相 邻 二 式 所 唯一 确定 。 如 ， 把 re= Каганы: Кг, A ER 
一 个 方程 ， 由 此 并 可 以 求 得 ra+:，…，r, 的 值 ， 这 里 是 把 
гь, Гу, ki(i=1，…， 了 nn) 作 为 已 知 的 数 ， 这 样 也 可 以 癌 
ERR, Rrno ` Tes гү, r 的 值 . 例如 ， 

Paro = Г. Kk, ifas15 | 

Pars = Гшы+1— Казо Гаво = Umar — Ка+г(Гш— Kmita) 

= – Кага (1+ Казу Ков) Гаж» 


Гаі = Каба Гє+1җ* | 
га = Куш; tr = Ка (kira i m) + Гы 
= (Ко 1+ 1)ra+ K.-ifa+15 
B Dl ri n 可 由 相 邻 二 方程 所 唯一 йе, Ж 依 上 面 的 演算 方法 ， 
可 以 推 得 f 用 г„, гона 表示 的 式 子 ' 
r=Grat+ Hr,.,i.,. (21) 
其 系数 G、H 都 是 kk,ks,…,ko 的 整 函数 ,其 С 称 为 第 一 
系数 (first coefficient), H # X 3 — Ж Ж (second 
coefficient ) 。 (21) 中 车 以 ro 的 表达 式 kaa rasa t rmt К 
入 ， 则 得 由 rari 及 rms; 来 决定 的 式 子 
r=(Gk,, i +H)r,,i + Сгш+›, (22) 


比较 (21) 和 (22)， 得 到 一 般 的 结论 ， 
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1 。 启 式 的 第 二 系数 等 于 前 式 的 第 一 系数 ， 
2 。 后 式 的 第 一 系数 等 子 前 式 的 系数 按 表 达 式 
Сказ: + Н (23) 
来 决定 。 
把 G = {kis ko, e ka miik E C Euler’ brac- 
ket* ) ， 欧 拉 括 号 是 k:，k:，…，ku 的 一 个 整 函数 。 
欧 拉 算法 及 欧 拉 括号 有 下 列 诸 性 质 。 把 (21) 改 写 为 
-1° r=(k,, kas +, Кш}гы+{К,, Коу, kira 
(217) 
由 (21)、(23) 得 到 系数 的 递 推 公式 
2° (Gs, Н,) = (С, Н)->(С\, Н,)->(С,, H,)— 
eo HP С=С Ika + Н Hi =Gíi_,Gi=1, 2, з; 
С_,=Н,), Вр 
С = СК, + Gi_,(i=1, 2, +; б_^|=Н,) (24) 
用 欧 拉 括号 表示 ， 就 是 
{kis ers Kasi} = {kis os kasini) kasit {kis 0s 
Каза). (247) 
2°34 i=1, 28, G, =Gk,.,, +H, G= Ск: + 
G=(Gk,,i + H)+G, BẸ 
{ko е, kn+1} = (ki, ees ka} kas 
+ {ki, се, Кш}, 
(kis e kos} = {kis е, ТЫ} CAP 
| + {ki， МА: kaje I 
我 们 只 要 知道 了 一 元 和 二 元 的 欧 拉 括号 ， 就 可 以 从 公式 
* 有 的 书 中 用 Ck1，Kks，…，Kkm] 来 表示 欧 拉 括号 ， 我 们 为 了 吉 免 与 连 分 数 


的 符号 混乱 ， 因 而 改 用 花 括号 ( brace ) EFES (bracket), iE “bracket” 
改 为 “brace” 为 妥 ， 这 里 保留 原文 。 
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(247) 依 次 算出 多 元 的 欧 拉 括 号 .由 (20) 的 第 1，2 式 知 
道 ， 
r= (КЕ, +1)г, + kirs 
{К.р = К, {kıs К) = КК +1 (25) 
ВЕН ЕИ 502470068 
{ky, kas Е.) = {ki, ka} К+ {ki} 
=k,k.k;,;+ki+ ks, 
由 (21”) 得 
r= {ki, k,, ko}rst+ {kis К), 
=(kik,k,;+k,+k,)r,+ (КК + 1)г„, 
连续 推 下 去 ， 得 
{kis ks Кз, К, ) = К.К.К, К, + КК, К, КЪК, К + 
+ 1, 
г= (К, К,К,К, + К.К, +kik + К.Б, + 10), + (КК, К 
+ki+ks)rse，… 等 等 ， 从 递 推 公式 (24)， 当 给 定 k:，k:， 
“，kn 时 ， 可 仿照 连 分 数 求 渐 近 分 数 的 方法 ， же як 
ЧР КШ} ШЕ: 


Gi= Gi iki + Сі бә=1 Gisti G2 = 


ИШ, 计算 03, 1, 2, 4, 1, 2), 车 我 们 依次 计 Ж. 
{3}=3; (3, 1}=3x1+1=4; (3, 1, 2)=4x2+3=11. 
(3, 1, 2, 4}=11х4+4=48; (3, 1, 2, 4, 1} =48х1+ 
11=59;(3, 1, 2, 4, 1, 2) =59х2+ 48 = 166, 
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一 般 可 简单 地 列表 计算 如 下 : 


| и 
ki | 3 12 Joj? 
Gi ШИНЕ 


1 


RPH Gi= {ki эе, КЕЈ {kis es КАКАВ {kis сө, 
kila} ар>1) 
ЯН г г, г, 作为 第 一 个 数 ， 与 (21’ ) 类 伏地 得 
ri = {ks, Ез, ees k.lr.+ (ke, Каз" 
Lo (26) 
r. = (Куу =s К.) + (Ка, =" Kai}ratrl, 
把 它们 代入 (20) 的 第 一 式 ， 得 
r=(k,(k,, 0. К.ж, 6, kap)fnt 
(К, (к, се, Kani} t {ke, эө, К 1), 07) 
但 是 rm 及 rarl 可 以 看 成 独立 变量 ， 当 ki，k :，…*,k。 
给 定 后 ，(20) 的 前 m 个 方程 就 确定 了 ， 从 而 ， 把 т 表示 成 ra 
及 tari 的 一 次 齐 次 函数 只 有 唯一 的 形式 ， 因 此 ， 比 较 (27) 
与 (21/ )， 得 与 (24/ ) 类 似 的 
3° {kis k,, +, k,l=k(k,, се, Кш}+ 
(k,, =" Кш} (28) 
这 个 公式 ， 使 网 拉 插 号 可 以 从 “末尾 ” 算 起 一 一 先 算 
{К}, (Кл, k.l= ka_1kn+ 1， 继 之 ， 按 公式 (28) 计 算 
出 的 {ki1，ks，…，k。}, 正 如 按 (24) 计 算 {Ka， kais es. 
k,} 一 样 ， 从 而 得 到 下 面 重要 的 性 质 
4° {kis ees ka} = {kas +, Кү}, (29) 
ШЖ. 等 式 (29) 两 道 符号 都 是 从 右 到 左 逐一 计算 的 结 
果 ， 并 且 公 式 (28) 当 m = 2 时 ， 没有 意义 ， 因为 此 时 (k; 
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…， 上 ka} 不 存在 ， 因 此 我 们 约定 : 当 m = 2], (К, +, 
k.)= í } 为 “ 空 ” 欧 拉 括号 ， 并 定义 { }= 1， 这 样 就 不 必 
排除 m = 2 的 情况 了 ， 当 m= 2 时 ， 
{kis ka}=ki{k:}+{ = КК +1 
与 (25) 的 结论 一 致 
性 质 4" 前 面 的 叙述 确 已 证 明了 等 式 (29)， 今 再 改 用 数学 
归纳 法 证 明 于 下 : 
证 明 А) {ka} = К, 
{kais ka = kai{(ka} +{ =k, k,+1= 
=ka{kai}+{( }= lk. Кш}, 
{ka-29 Кш, К.) = Ка.2{Ка-1» ka} + {kn} = | 
= Ко, k i 1 Ка + km- + Ка = 
=k,(k,_i° Кы} + (k...) 
= {ks Кыш) К.) 
В) 设 小 于 m 个 的 欧 拉 括号 ， 等 式 (29) 都 成 立 。 如 
{kis б» ka} = {Кало се, Кү}, {kis “ks}= 
{ka-23 б k) 等 等 。 则 由 (24”) 及 (28) 得 
{kis се, ko} = {ki эе, Ка 1) К {kis се, К.а) 
= К{Кш-, с» ki)+(k,.,. К) 
= {ks Кш) =° Кү}, 
当 我 们 把 r, гант 看 作 (20) 的 第 一 式 时 ， 与 (21/ ) 相仿 
地 ， 得 
ra= {Кіз "99 ko}rot {Ensis е Ка} Гааз 
Iati = (kira "to Kaptar {Казо ts Ка. але 
代入 (21’ ) 得 
r=({kis Ea} {Кшм ka} + {krs ,kai} {Кш,,, 
ets ko})rat (Ку эе, К.) Каза» се, k,.,) 
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+ {1,5 Кас {kare бә Ка} аза. (а) 
另 一 方面 ， 在 公式 (21’ ) 中 取 m =n， 得 
r={kis бе, ka}rfot {kis +, kes}ratie (В) 
因为 r. 和 г, 是 独立 变量 ， 故 比较 (a) 和 (BP) 中 r, 的 系 
数 ， 得 
5° {kis +, k. =í(k, +, Кы} (kari бе, ka} + 
+ ík); +, Ка 1) Кжвә Ө, 
кь}. (30) 
其 中 1 和 m<an， 
当 m= 1 时 ，(30) 就 是 (28)， 当 m =n-1l 时 ，(30) 就 是 
(24”) 的 第 一 式 ， 所 以 (30) 是 (247) 与 (28) 的 推广 ， 而 (247) 
与 (28) 是 (30) 的 特例 。 


从 (20) 得 
Fasi = 一 kafa + Tais 
fa = — kanifani + Fangs 


(20/) 
r= —kir,+r . 

(20/ ) 与 (20) 形 式 上 是 相同 的 ， 仅 仅 是 Ki 的 符号 与 (20) 
不 同 而 已 ， 因 此 ， 我 们 对 欧 拉 括号 的 一 切 公 式 ， 若 以 -ki 
代 ki ， 则 对 (20/ ) 仍 然 成 立 。 我 们 有 ， 

(-k)= -ko | 

{= к, = 3) =(-ko)( -ki)+ 1=kk ii+ 1 = 
{kakai} 

假设 已 证 明 s 委 中 时 ， 都 有 

[-k,, се, -kj=(-1 {kies k}, 
则 由 (247) 的 第 一 式 得 

{— к,,- К.у, — Ка) ={— ks, - k,)( = К+) 
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+{-ki om Ка) (-1" (kiss К Кана 
+(-1"” {kis се, Кш} 
= (= 1)" Ку ets Karije 
从 而 得 到 ， 对 任 一 正 整 数 m， 都 有 
6° {- К, зә,-Кыр=(—1)°{К,, эе, К}, GD 
现在 我 们 从 (20’) 出 发 ， 按 照 公式 (21’) НИНА, 
的 一 次 齐 次 式 来 表示 T; 
ra= {kaas 9 ki}ri+ {~ Ку, 一 上 
由 性 质 6 4°, 4 
7° re=(-1) (ki, es Кау (= 10'К, ә 
kaire (32) 
把 C21) 及 (26) 中 的 m 改 为 n 后 ， 代 入 (32) 中 的 ?及 ri， 
得 
r=(—-1)" {ki се, kos} {kes +з, К.Ф 
(Кау арта) (—1)°{К„, eskai} Ка» 
..., ka}ra t {kis eeg Ка_1}Га+1)» 
e (Dki es к.) се, ka} +(-1)'(k,, 
9, k. {ks k.) =1, 


从 而 得 到 
8° (k,, .... k.) (k, “09 koni} 一 { kis ө ka.i } 
{ks .... ko} = ( - 1)", (33) 


Ж ki k, = k 全 是 正 整 数 ， 则 容易 得 到 欧 拉 揪 号 
{k:，…，Ko} 也 是 正 整数 ， 并 且 
(ki, `... ka} > {ke К.) Ө, kaj >te, 
(ma) (34) 
№ m= nB, H (28) 知道 ， k, W (k., ta k, } 除 
{kis eo КЛИНТ, Mika oo КРЕ R 
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类 推 。 因 此 ， 带 余 除 法 的 等 式 ( 2 ) 中 ， 到 a=r，b = riydi= 
ki;(i= 9 2, се n), 则 ( 3 ) 可 改写 为 
{kis се, ka} kas се, Кы} 


(ka To ka kit {К се, kj 
1 
Skat (ki, кр” 
{kas ө}, } 
同样 地 有 
ДЕ», к.) | 1 _ 
{К;, , ka} к. + 6, се, k.) ° 
(ka , ka} 


依 此 类 推 ， 可 用 欧 拉 插 号 的 公式 来 化 有 理 数 b 为 连 分 数 ， 可 
得 与 ( 4 ) 同 样 的 结果 


= [Ki，ks，…， ka), (35) 
注意 ， 这 里 的 a，b 是 随 给 定 的 ko eo k 而 确定 的 ， 
由 不 等 式 (34) 当 巴 =n 时 ， 保 证 了 rr >T 
定理 1.11 欧 拉 算 法 的 等 式 (20) H, Æ kr es ki 
任意 的 a 个 正 整 数 ， 则 可 把 它们 看 作 是 欧 几 里 德 算法 应 用 到 
二 正 整数 a=r= {k1,…,ks) Æ bsri (Ка, 0, ka} Ж 
完全 商 。 并 且 可 以 把 十 化 成 连 分 数 (35)。 


从 (2 ) 和 (32) 知 道 ，ra= (а, b), г=а, r=b, XIA 
81:12 任意 二 正 整数 a 和 bb， 存在 二 整数 s 和 t， 


使 得 
as+bt=(a, b), (36) 
特别 , 当 a Ab TR, 
as+bt=1, (37) 
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ЖК, = (DHA 01},， s=(—1)'(qo stts 
qs-1}， 这 里 假设 a>b, #q:>0. 

这 个 定理 在 整除 性 理论 中 是 十 分 重要 的 。 

例 1.7 根据 等 式 (29)， 按 相反 方向 计算 

G) C3, 5, 1, 1,271; 
1 1 1 1 


2+ 2+ 3+ À ° 
解 ， (1) ы {3， 5, 1, 1. 2) = {2, 1, 1, 5， 3} 
2 1 1 5 3 


1 2 3 5 28 89” 
所 得 的 最 后 一 个 数 ， 就 是 该 分 数 的 分 子 ， 倒 数 第 二 个 数 就 是 
该 分 数 的 分 母 。 
(3, 5, 1, 1, 27 - 2 


Cii) 


9 
8° 
ZERE, 89={2, 1, 1, 5, 3)= (3, 5, 1, 1, 2}; 
28={2, 1, 1, 5}={5, 1, 1, 2},. 
由 等 式 (35) 知 道 ; 


ECS 5 1, 1, 22 = (ki, ` 89 


э, k.) 
{kas 5, К} 28 ° 
注意 如 果 用 “ 顺 ” 的 方向 计算 
_— 3 5 1 1 2 
1 3 16 19 35 89, 
35 = {3，5，1，1)} 就 不 是 该 分 数 的 分 母 了 。 
Gi) 4 3 2 2 0 
1 4 13 30 73 30” 
1 1 1 1 


30, _ 
ЗҮ Pr ЗҮ wa ss 2, 2, 3, 41). 


由 这 个 例子 ， 可 以 得 到 用 欧 拉 括号 来 简化 连 分 数 化 分 数 
及 求 渐 近 分 数 的 计算 。 又 如 
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Аа, сө Amk шора, =s qa] (38) 
{qz сэ Gm? 


是 (35) 的 第 m НЕК, wm, НР 


q | 3 5 1 1 2 
P, | 1 3 16 19 35 89 
Q, ` 1 5 6 11 28 

| 


Р Р 
给 出 了 [ 3,5;1，1,2 的 诸 渐 近 分 数 ， 0 =, (у а 


р D P _ 
19 P, ү, 3 89 с, b 1, 1, 23. 


Q," 6 ' Q, ` 1” Q, 2 28 
例 1.8 TAON саз, 28) =1， 求 两 整数 s 和 tt， 使 
89s + 28t= 1, 


解 : H = [3，5，1，1，2]， 由 定理 1.12 知 道 
(Ds (5, 1, 1} = -11, #=(-1)* {3, 5, 
1, 1) = 35, 


.» 89х(-11) + 28х35 = 1, 
例 1.9 已 知 v 站 =[5，3，2，3，10] ， 求 v38 准 确 


到 0.0001 的 近似 值 


| 
| 5 з 2 з 0 3 2 
| 


l 5 16 37 127 1307 4048 
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„Р, 1307 
2024727210000 С 1247 х 7652210000), ЖИ О, = 47 
1307 


ЖУ” 28 准确 到 0.0001 的 不 足 近似 值 .而 经 四 售 五 入 得 了 
5.2915 时 却 不 知 它 是 过 剩 还 是 不 足 的 近似 值 。 
定理 1.13 任何 形 如 4s+ 1 的 素数 ， 都 可 以 表 成 两 个 整 
数 的 平方 和 。 
证 明 设 p=4s+ 1 是 素数 ， 分 数 
P P .., P (a) 
2 3 2s 
都 是 大 于 2 的 既 约 分 数 ， 其 分 母 q=2，3，…，25， 今 把 它 
们 分 解 成 连 分 数 


P ска, чү с-з с (D 


>k 

Ж k,22, n2>1, k,>1, HF р/а 和 它 的 任 一 渐 近 分 数 
都 是 不 可 约 的 ， 
e P={ki, зе, k), а= {ks, =° kale (Y) 

反之 ， 用 任何 方法 ( 如 ，(20) 式 的 方法 ) 找到 的 用 欧 拉 
括号 表示 p 的 式 子 

p=(k,, +, k,}, k,Z2, n>l, k,>1 (б) 
若 把 它 写 成 连 分 数 

[ki ks] = 222, 


则 q= (ka =, К,}< Р, BREA 只 能 是 2，3，…，2s 中 


的 一 个 数 。 由 性 质 4* 又 有 

р={К„, +, Кү}, k,Z2, n>1, k,22 (ë?) 
q7 ko э kiy а/е {kaas “5 КСР 
2, 3, ө» 25 中 的 一 个 数 。 


Ке! 
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这 样 一 来 ， 当 p 玫 示 为 一 个 欧 拉 括 号 (8) 时 ， 在 (c) 中 就 
产生 分 母 为 a 和 q 的 一 对 分 数 和 它 对 忘 ， 把 这 样 的 一 对 分 
数 记 作 (q，q7)， 由 于 (a) 中 分 数 的 个 数 2s -1 是 奇数 ， 因 此 
必然 出 现 a = q 的 一 个 分 数 对 

р {ki es kabo op o {ka = ka? 


q (К, ees k) q' {kai се, ki} 
由 于 实数 的 连 分 数 表示 法 是 唯一 的 ， 它 门 对 应 的 渐 近 分 数 都 
相等 ， 故 
Кү= К, Ко = Кә ka= Ку *** 
TEER, п—ж ДЮ, ЖШ, #п=2т+159р%, 
则 | 
p= {K се, ko kar ka се, ki) (ki, сө, 
К) Казр ө}, ki}+ {ki, ө, Ка 1} {Кә ө, 
к) £ 


= {kis се, К.К, эе, kaal+ {ko се, km-17) 
其 中 每 一 个 因子 都 大 于 1 ， 这 与 p 是 素数 的 假设 矛盾 ， 故 na 
是 偶数 。 设 na = 2m， 由 人 性质 5*，4° 立 即 得 到 
p= {k1, ө, kas kns ө, k1}= {ki, ӨК} {ks 
ki} + (kis es k. i} {kes се, ki ре (ki, + 
ka}? + {kis с» ka-1}. 
这 个 分 解 式 还 是 唯一 的 ， 其 证 法 放 在 第 七 章 . 
例 1'10 ”把 73 分 解 成 两 个 整数 的 平方 和 ， 
解 ，7?3 = 4 X18+1 是 4s+ 1 形 的 素数 ， 当 q =27 时， 我 


gy FEZ, 1, 2, 2, 1, 2), 73= (2, 1, 2}?+ {2,1}? 


= 93 
=8*+3*, 
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最 后 举 一 些 连 分 数 应 用 的 例子 . 

1。 齿 轮 ” 若 要 用 齿轮 来 联系 两 个 转轴 ， 使 它们 角 速度 
的 比值 等 于 所 给 的 数 a， 因 为 两 齿轮 的 速度 和 齿 数 成 反比 
例 ;， 故 齿 数 的 反比 等 于 a ， 然 而 a 可 能 是 无 理 数 ， 而 A Ж 
总 是 不 十 分 大 的 整数 ， 因 此 ， 我 们 的 问题 只 可 能 有 近似 的 
解 ， 就 是 去 取 分 母 不 十 分 大 的 分 数 作为 a 的 近似 值 ， 最 好 的 
ER a 的 连 分 数 的 渐 近 分 数 为 近似 值 ( 定 理 1.8) YH, 
a= V38, 取 a = -2 就 是 ,35 准确 到 0.0002 的 近似 值 ， 也 就 
ERARIK., LRR, MEE 联系 
两 个 轴 ， 则 其 转速 之 比 ， 十 分 接近 于 28， 

2. 历法 从 天 文学 知道 : 一 年 有 365.24220… 个 “ 平 
均 ” 日 ， 这 样 计 算是 不 方便 的 ， 必 须 用 更 简单 的 数 来 表示 ， 
又 要 求 尽 可 能 地 准确 些 ， 因 此 把 它 分 解 成 连 分 数 ， 

365.24220.…=365+ l l 1 .1 


4+ F+ 1+ 3+£ 
它 的 前 面 几 个 渐 近 分 数 是 


1 51, 3658, ... 
365› 3652, 365 се 365 33? 


近似 值 365- ERRERA, RRA BEBAN Y Е 


知道 的 ， 如 ， 中 国 淮南 子 天 训 ， “反复 三 百 六 十 五 度 四 分 度 
之 一 而 成 一 岁 。… 日 行 一 度 而 岁 有 奇 四 分 度 之 一 ， 故 四 岁 而 
积 千 四 百 六 十 一 日 ， 而 复合 帮会 ， 八 十 岁 而 复合 故 EE”, 
《 度 当 作 日 ， 一 年 365- 日 ,四 年 应 增加 一 日 ,但 这 是 过 ЖЇЗ 


Ий, RIAZ- 11。， 约 八 十 年 差 了 一 
Н. ) 当时 还 没 六 年 的 规定 ， 公 元 前 238 年 3 АТНА. 
爱 伐 盖 特 的 卡 诺 补 法 令 颁发 后 ， 即 以 第 四 年 改 为 366 H, (H 
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只 实行 40 年 ， 而 被 遗忘 ， 直 到 公元 前 47 年 儒 略 。 凯 撒 才 在 过 
西 泽 尼 的 参与 下 重复 前 制 ， 每 秆 第 四 年 的 二 月 份 增加 一 天 ， 
这 一 天 叫做 闽 日 (bissextile day), 这 就 是 疼 年 的 由 来 ,这 种 
历法 称 为 旧历 ， 亦 称 儒 略 Julian ) Bi. 

新 历 也 称 格 里 历 ， 即 以 近似 值 365-105 为 岁 实 (平均 太 
阳 年 ) ， 这 个 值 比 365 6 及 365- 吉 -更 为 准确 ( 因 民 >> 


29 ) 。 它 与 儒 略 历 的 区 别 ， 在 于 每 逢 百 数 之 年 ， 不 被 400 除 
RAIRE. HA, 1700, 1800, 1900ER, 1600, 
2000 EREE. АЙ Ж ОО НОТ КШК 1005, 

侨 略 历 使 用 到 十 五 世纪 ， 就 引起 人 们 的 注意 ， 那 时 已 差 
了 十 天 ， 西 欧 直 到 十 六 世纪 末 才 开始 改革 ， 凭 罗马 教皇 格 里 
高 里 十 三 世 1582 年 3 月 1 日 的 一 纸 诏书 ， 把 10 月 5 日 至 14 日 
一 笔 勾 挤 ， 而 将 1582 年 10 月 5 日 公认 为 10 月 15 日 。 

其 实 ， 我 国 元 朝 至 元 十 三 年 (1276 年 ) ,郭守敬 和 其 他 
历法 家 ， 人 参考 历代 历法 ， 测 候 日 月 星 搬 运行 的 变动 ， 分 别 异 
同 ， 酌 量 采 取 中 数 ， 作 出 历法 的 根本 。 又 造 仪器 二 十 二 种 ， 
设 四 方 测 站 二 十 七 处 ， 怪 夜 审 测 ， 并 创 抬 又 招 差 勾 股 弧 矢 等 
方法 精密 推算 ， 而 有 授时 历 的 制定 ， 自 1281 年 即行 使 用 。 按 
授时 历 即 以 365.2425 为 岁 实 和 格 里 高 里 历 的 岁 实 完 全 一 
样 ， 却 更 早 了 300 年 。) 明 洪武 元 年 至 崇祯 末年 (1368 一 1644) 
所 用 的 大 统 历 基本 上 也 就 是 授时 历 。 ) 

1079 年 波斯 的 天 文学 家 兼 数学 家 (也 是 诗人 ) 奥 玛 尔 ， 阿 
勤 海 雅 密 提 出 的 历 书 ， 规 定 33 年 为 一 次 循环 ， 每 33 年 七 次 置 
闵 于 每 第 四 年 ， 而 第 八 次 置 六 于 第 五 年 ， 而 不 是 第 四 年 ， 即 
平均 每 年 365 ;8 ， 这 个 天 数 就 是 第 四 个 渐 近 分 数 ， 
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其 它 在 不 定 方程 和 素数 理论 上 的 应 用 ， 将 结合 在 以 后 章 
节 里 来 介绍 。 

第 五 节 ”素数 和 算术 基本 定理 

本 节 主 要 介绍 算术 基本 定理 并 举 些 例子 联系 中 学 生 数 学 
竞赛 。 本 节 所 指 的 数 都 是 正 整数 。 

1 只 有 一 个 因数 就 是 1 本 身 ， 任 何 大 于 1 Жа, #Ъ 
有 1 和 a 两 个 因数 ， 例 如 ，3 有 且 只 有 1 和 3 两 个 因数 ，6 
却 有 1，2，3，6 四 个 因数 。 以 后 把 1 和 a 叫做 a 的 当然 
因数 C natural factor), bja B.1<b<a BJ b Ща BJ 3E 
当然 因数 或 真 因 数 C true factor), 

定义 1"8 一 个 大 于 1 的 整数 中 ， 只 有 当然 因数 时 ， 则 
Жр 为 素数 (prime )，. 不 是 1 和 素数 的 正 整数 ， 称 为 复合 
数 (composite number ) 简称 合 数 (composite), 

从 上 面 定 义 知 ， 一 切 正 整 数 可 分 为 1 ,素数 和 合 数 三 类 , 
例如 ，2 3, 5, 7, 11, EX, 4, 6, 8, 9, 
10, ERM. WEM P Pis Po to Pa O ЖЖ 
90, Ша, b, с, e, m, п, ERRAN. 

定理 1.14 有 无 限 多 个 素数 。 

证 明 用 反 证 法 ， 若 素数 的 个 数 上 只 有 有 限 个 ， 设 为 pi、 
Pos ° pa MẸ 

a=piPo e pa+ 1, оу? 
ЖЛЕ Pis Po ‘~, р, 中 有 一 个 pi|a， W piji» 这 与 pi 是 
素数 的 假设 矛盾 ， ВД р. Po ts р. 都 不 整除 a， 因 而 
a 本 身 是 素数 ,或 者 有 一 个 素数 p，p1a 且 p 尖 pi (i=1,2,…， 
n)， 这 就 说 明了 除 这 п 个 素数 之 外 还 有 其 它 素数 p (或 a) 
存在， 所 以 素数 的 个 数 是 无 穷 的 。 
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这 个 定理 的 上 述 证 法 ， 是 早 在 公元 前 300 年 由 欧 几 里 德 
所 给 出 。 到 十 八 世纪 欧 拉 又 用 解析 方法 证 明 如 下 ， 
证 明 设 pi 是 素数 ， 我 们 有 


ү (а) 


级 数 (a) 是 公 比 为 |, < 1 的 正 项 等 比 级 数 ， 所 以 它 ЖОШ Ж 
的 。 | 

ВИ р, р, `, ps 是 全 部 素数 Cn 是 有 限 整数 )， 
ЖЖЖ 1=1, 2, +з, п, EAn ИОК, ЭХ а 
个 等 式 的 左右 边 分 别 连 梁 ， 根 据 无 穷 级 数论 的 定理 ， 有 限 个 
正 项 收敛 级 数 的 乘积 的 求法 ， 与 求 有 限 和 的 乘积 一 样 ， 用 每 
个 因 式 的 每 一 项 去 乘 其 余 每 一 个 因 式 的 每 一 项 ， 所 得 的 新 级 
数 也 是 收敛 的 正 项 级 数 。 因 为 这 些 数 的 加 、 磁 是 可 交换 的 ， 
所 以 与 乘积 的 项 的 顺序 无 关 ， 乘 积 后 级 数 的 一 般 项 是 


1 . 
уйур ' (b) 


ХШ «|, оз, “ а. 是 任意 的 非 负 整数 。 

既然 我 们 认为 素数 有 且 只 有 n 个 ， Pis ра» **s Pas JE 
未 任何 正 整 数 都 可 以 表 成 pg р ра" Ёз, 并 且 这 种 
表示 法 是 唯一 的 《算术 基本 定理 ， 此 定理 本 节 后 面 将 证 
E), 所 以 (b) 可 以 写成 -的 形式 ， ш 是 任意 正 整数 。 因 此 
п 个 级 数 (a) 的 乘积 等 于 
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— 1 
y 
m-1™ 


是 一 个 调和 级 数 ， 它 是 发 散 的 ， 这 与 前 面 记得 收敛 的 结论 矛 
盾 。 得 到 这 个 矛盾 的 原因 是 因为 我 们 假定 素数 的 个 数 是 有 限 
的 Ca 个 )， 所 以 素数 的 个 数 是 无 限 的 。 
素数 的 理论 是 丰富 多 采 的 ， 历 史上 许多 数学 家 致力 于 研 
究 素数 的 分 布 情况 ， 并 企图 用 一 个 公式 来 表示 素数 ， 就 是 求 
得 变数 x 的 一 个 函数 ， 使 它 当 x 取 任何 正 整数 或 非 负 整 数 
时 ， 该 函数 的 值 都 是 束 数 〈 不 一 定 包 括 一 切 素 数 ) 。 欧 拉 曾 
构造 过 
{(х)=х?++х+41, 
当 x=0，1，.…，39 了 时 ，f(x) 都 是 素数 ， 而 x = 40 时 f(40) = 
41:。 类 似 地 ，g(x) =x2+x+l7， 当 x=0，1，…，15 时 ， 
g(x) 都 是 素数 ， 当 x= 16 时 ，g(16) = 172 为 合 数 ，h(x) = 
2x? -29, х= 0, 1, =, 288, h% ÆRA, 而 {(29) = 
29 x59 为 合 数 。 
近代 毕 佳 尔 〈 Beeger ) 算出 
k(x)= х? — x + 72491, 
щ 0 魏 x 委 11000 时 都 是 素数 ， 因 而 提出 一 个 猜测 ， 任 给 一 个 
正 整 数 N， 都 可 找 出 一 个 素数 p, "4 0 <n< NB, # 


п®-п+р (39) 
都 是 素数 。 我 国 数学 家 华罗庚 认为 要 证 明 这 个 猜测 比 证 明 哥 
德 巴 赫 猜 想 更 难 。 


车 上 面 猜想 已 被 证 实 ， 就 可 以 证 明 p -~-p= 2 的 素数 对 
p. P (CEER H prime twins) 是 无 穷 的 (这 个 问 题 第 
八 章 将 作 简单 介绍 》。 事 实 上 ， 多 项 式 ( 39 ) RERA Y an 
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由 0 至 p-1 时 为 素数 ， 因而 当 Ny >p hfs, PEE p DN iE 
得 当 0 委 na 委 Ni 时 
п®-п+р( 
都 是 素数 ， 取 n= 1,2 时 , 则 pi p + 2 就 是 距离 为 2 的 素数 
对 ， 取 Ns, 汪 >p:!， 则 存在 ps 之 pi 使 得 当 0 志 nN 时 
п®-п+р, 
都 是 素数 ， 故 有 挛 生 素数 P29 Pat 2， 依 此 类推 可 得 无 穷 
历史 上 ， 要 找 一 个 定义 在 整数 集 里 的 多 项 式 函 数 ， 使 其 
值 域 是 素数 集 的 企图 都 失败 了 。 一 般 地 
定理 1.15 ”任何 一 个 整 系数 的 次 数 大 于 0 的 多 项 式 函 
数 f(x)， 总 不 可 能 对 于 x 取 任 何 自然 数 a 时 ，f(a) 都 是 素 
Ж. 
证 明 用 反 证 法 ， 若 存在 整 系数 多 项 式 
{(x)=aox +ax 7? l+... +a (a, 0, m>0). 
使 得 当 x=a 为 任意 自然 数 时 ，f(x)=f(a)= +р(р Ж 
数 〉， 则 研究 
f(a+py)-f(a)=a,[(a+py)"-a")+a,C(a+ py)” 
-a" l1J)+- +a, li1py， 
f(a+ ру) = Ка) +а,С(а+ ру)" ~ а") +а,С(а+ру)""! 
гау +a, py. 
p 整除 上 式 右 边 的 每 一 项 ， 由 整除 的 性 质 3° 知 ,pif(a+ py), 
其 中 y 可 以 取 任 何 自然 数 。 由 假设 当 x=a+py 时 ， f (a+ 
py ) 是 素数 ， 并 且 p 整除 这 个 素数 ， 所 以 f(a+ py)= tp. 
(f(a+py)32- (f(a)32= pi —- p*= 0, 
即 СЕба+ ру) – а)2 • С(а+ ру) + {(а)2 = 0 中 必 有 一 
个 因 式 对 于 y 为 一 切 自然 数 时 都 等 于 0， 但 y= 0 时 ， 
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{(а+р:0) = (а), 又 f(at+ ру) жу ËJ m K£ i з, Ж 
{(а+ ру) = а) 
为 常数 ， 也 就 是 有 无 穷 多 个 的 x 的 值 (x=a+py， 了 取 任 
意 值 》， 使 得 f(x) = Ка), МИ (х) = Ка) = tp 为 常数 ， 
这 与 f(x) 是 m( 汪 0) 次 多 项 式 的 假设 矛盾 ， 
历史 上 ， 许 多 数学 家 企图 用 x 的 非 有 理沙 数 来 表示 素 
数 。 我 们 容易 证 明 
定理 1.16 洲 a 之 2 Hat 1 是 素数 ， 则 a ВН. 
n= 2", 
证 明 Жажа ж, Ша +1 EBA, пр 0 
时 ，a"+ 1 都 是 大 于 2 的 偶数 ， 故 为 合 数 ， 所 以 a 必 为 偶 
Жж. 
其 次 ， 若 n 有 奇数 因子 k(223), W|n=kl, Wi 
81+ 1[а%+ 1 H 


= а аир. 1 


其 中 al+ 123, Жа + 1 是 合 数 。 | 

定理 1.17 n> 1 Ba -1 E4, Ща- 2 H n E. 
жа. 

证 明 著 a>>2， 则 a-1lla" -1 #a=2 Н n=kl 3 
合 数 ， 则 2: 112"- 1。 

这 两 个 定理 给 出 了 指数 函数 为 素数 的 某 种 必要 条 件 ， 但 
非 充分 的 ,为 此 默 森 尼 (Mersenne) 研 究 了 形 如 2? - 1 的 素数 ， 
其 中 p 是 素数 ， 他 在 1644 年 证 明了 M。= 2° — 1 是 素数 的 有 

p=2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257, 
并 证 小 于 257 的 其 他 44 个 素数 p〈 不 大 于 257 的 素数 共有 55 
个 ) 所 对 应 的 Ms 都 是 合 数 。 但 是 以 后 发 现 M。; 和 Ms。，， 不 是 
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KA, MMe Mso Mio HERA. M, 为 素数 时 $k 为 
默 森 尼 数 ( Mersenne/s numbers). 1959571 
森 尼 数 。 

至 今 人 1985 年 9 月 止 ) 已 有 29 个 默 森 尼 数 ， 它 们 是 

p=2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107,127, 
521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 
9941, 11213, 19937 (1971 &3 Н H Turkerman 给 出 
М,, ss; 是 6002 位 的 素数 ) ,21701(1978 年 10 月 Mr,Curb Lo- 
ndon Noll 及 Miss ,Laura Nickel 给 出 的 Ms,;01 是 6533 位 
素数 ),23209 ( 1979 年 2 月 中 学 生 诺 尔 在 电子 计算 机 上 发 现 
M, ,0 是 一 个 6987 位 的 素数 ) ,44497(1979 年 4 月 由 计算 机 
系统 分 析 专 家 中 。Slowinski 和 吉 。Nelson 用 高 速 电子 计算 
机 CRAT 一 I 型 算出 的 13395 位 的 素数 ),86243 (19834 1 月 
D. Slowinski 给 出 Ms。s 4 是 25692 位 的 素数 。 他 还 验证 了 
44497<p<62000 和 75000<<p<<86243 中 无 默 森 尼 数 ， 还 2 
62000<p<75000 未 验证 ， 从 而 猜测 M,。:,* 是 第 284 SR Ж 
ЮЖ. ) 1985 年 9 月 美国 切 夫 隆 公司 副 总 经 理 威 廉 ， 巴 芯 在 
测试 一 部 超级 计算 机 时 发 现 M; ,。661 是 一 65050 位 的 素数 ( 它 
可 能 是 第 29 或 第 30 个 默 森 尼 数 )， 这 29 个 M ,都 是 素数 。 并且 
知道 pP 委 257 的 其 他 43 个 素数 p, M, 都 是 合 数 ， 如 果 
257<p<44497 的 其 他 素数 Ср = 521，…，44497 等 15 
个 默 森 尼 数 之 外 ) ，M ,都 是 合 数 ， 则 斯 洛 温 斯 基 (Slowin- 
ski) 的 猜测 是 有 意义 的 ， . 


* 欧 拉 在 1732 年 开明 M41 和 M47 是 襄 数 ， 但 这 是 错误 的 。 故 最 先 发 现 默 A 
尼 错 误 的 是 ，1886 年 波 留 森 ( Perrusin ) MAAA ( Seelhoff ) ZAM ER 
Ж. 190344 M ( Cole ) 证 明 

Мвт = 193707721 x 761838257287 
并 县 这 两 个 因数 都 是 素数 。 
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从 定理 1 .16 知 道 要 a"+ 1 为 奇 素数 时 , ДБ n =2°,аг>2 
为 偶数 ， 因 而 费 马 C Fermat1601—1665 ) 猜测 ， 形 如 
Е„=2# +1 
的 数 都 是 素数 。 我 们 把 F , 称 为 费 马 数 。 
最 前 面 的 五 个 费 马 数 F=3，F,=5,F,=17， F,=257, 
F = 65537 都 是 素数 。 
但 是 欧 拉 证 明了 n= 5 时，F。= 22 + 1 就 是 合 数 ,其 
证 法 如 下 ，: 
Fe=24。(27)4+ 1, 
фа=2', Б=5==>а- 5% = 3, 1+ab-bt=1+3b=24 ， 
„ F= (1+ab-bi)at+1= (Cl1+ab)a‘*+ С1-а*%Ь*) 
=(1+ab)(at+(1-üab)(1+a2b2)2 = 641 x 6700417 


1880 年 林 都 利 (Landry ) 证 明了 
F, =22"+1=274177 х 67280421310721, 

至 今 已 证 明 ,， п=5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,14, 
15, 16, 17, 18, 19, 21, 23, 25, 26, 27, 32, 36, 38, 
39, 42, 55, 58, 63, 73, 77, 81, 117, 125, 144, 150, 
207, 226, 228, 250, 267, 268, 284, 316, 452, 19458}, 
下。 都 是 合 数 。 其 证 明 方法 通用 的 有 如 下 两 种 ， 

(1) Lucas 定 理 ;F, 的 每 一 个 因子 都 是 形 如 2900 + 1 
的 数 .。 即 了 .的 因子 都 是 下 列 算术 级 数 的 某 些 项 ， 

1, 29241, 2.21"2 +1, 3.910061, .... 

(2) Pepin 检 验 法 ，F, 是 素数 的 充 要 条 件 Æ F, 3 
"Т 1, 
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用 这 个 方法 来 检验 F, 为 合 数 是 十 分 卓越 的 。 由 于 证 明了 


Е, t3 Орр E Fis 是 合 数 ，1957 年 
R.M.Robinson 发 现 5.21，47+1|F1,,s。 这些 都 是 惊人 的 
成 就 ， 因 为 Fi, 4,s 是 一 个 580 多 位 数 .。 

1905 年 J].C。Morehead 用 Pepin 法 证 明了 F ;是 合 数 ， 同 
年 A"EE.Western 也 独立 证 明了 同一 结果 ， 直 到 1971 年 才 由 
John Brillhart 和 Michael Morrison 利 用 加 利 福 尼 亚 大 学 
洛杉矶 分 校 的 一 台 计 算 机 才 算 出 ， 

F,=2 +1=2123+41 

= 340282366920938463374607431768211457 
=59649589127497217 x 5704689200685129054721 。 

1909 年 Morehead 和 Western 合作 证 明了 F, 是 合 数 。 
1980 年 初 澳大利亚 的 Brent 教 授 采 用 巧妙 的 算法 ， 求 得 了 
F ,的 最 小 素 因 数 是 1238926361552897， 另 一 个 因数 是 62 位 
ж. 

由 于 上 面 的 成 果 ， 因 此 有 人 提出 反 猜 测 ， 只 有 有 限 个 数 
的 费 马 数 是 素数 。 这 对 费 马 来 说 是 很 不 幸 的 。 

高 斯 曾 证 明 ， 若 F, 是 素数 ， 则 正 的 F。 边 形 可 以 用 规 尺 作 
图 来 画 出 ， 所 以 说 费 马 数 为 素数 的 问题 在 几何 上 有 它 的 特殊 
定理 1.18 (AREKREM) 任 一 整数 a 之 1， 都 可 以 表 
成 有 限 个 囊 数 的 连 乘积 ， 即 

a= pPI pz" Pas (40) 

其 中 р.<р.«<:-<Ӯр, 为 素数 。 并 且 这 种 表示 法 是 唯一 
的 。 

这 个 定理 亦 称 唯 一 分 解 定理 。 
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证 明 用 数学 归纳 法 证 明 а 分 解 式 的 存在 性 。 
a=2 时 ，(40) 显 然 成 立 。 
B， 设 对 于 一 切 小 于 a 的 正 整 数 (40) 都 成 立 , 为 a 时 , 若 a 
是 素数 ， 则 (40) 式 对 a 成 立 ! 若 a 是 合 数 时 ， 则 有 两 个 整数 
b 和 C， 满 足 条 件 
a=bc，1<<b<a，1 <c<a。 
由 归纳 法 假设 


, , ГА ГА 
а= bc= р; >*= Pe Perg t Das 


经 过 按 pips… P7 的 大 小 顺序 排列 后 ， 得 


a= PPr Pas Pi SP <ç: < p... 

所 以 (40) 对 于 任何 自然 数 a 都 成 立 。 

今 证 明 这 样 的 分 解 式 是 唯一 的 ， 若 

a=qiq: q. qi 魏 q: 魏 … 委 do 为 素数 、 则 

qQqiqs+ Uqa I = р.р: e Pas : 

Qil Pipe Pas pilqiqI, An => q: [pi pilqu—=> 

==>д,=р,р,=а;Ңр2>ру,ч>за,==> 

=> q: = pip = 424 ==>qi =p. 

[ШЕН а» = prs qs = ps，… 余 此 类 推 ， 可 得 中 =a 
Ча= ps。 故 分 解 式 是 唯一 的 。 | 

唯一 性 的 证 明 ， 也 可 以 对 n 使 用 数学 归纳 法 。 

系 1 任 一 正 整数 a 可 以 唯一 地 写成 


а=р©1р°%... pp" 
(р,<р,<`-+<р,,®>0,1=1,..,К), (41) 


Ж2 FERR a 可 分 解 成 (41) 式 的 形式 ， 则 a 的 任 一 
正 因数 都 可 表 成 
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d= рр. pik Ca i2Bi20, isl, 2k), “(42) 


(41) 式 称 为 a 的 标准 分 解 式 ( decomposition into 
standard form), 为 了 方 使 在 (42) 中 引入 了 0 次 者 。 
63 设 a,b 是 任意 两 个 正 整数 ， 且 ©, 

a= ри рр» b= pft рЁ(а>о,Вр>о;1=1,,К) 


则 CE G 
(а,Ь) = pie рү“ CYi= min(ais Bi); i=bs- k); 


Са,Ь2= р pk Сё: = шах(а;,В:)з is lsk) a, 
其 中 min(ai,B;) 和 max(ai,B;) 分 别 表示 i,Bi 中 小 的 和 大 的 


一 个 。 
系 3 的 结论 可 以 推广 到 多 个 正 整数 的 情况 。 A m Ж 
2400, 360, 141750 的 最 大公 因数 和 最 小 公信 数 。 
fg, ` 2400=25X 3 х5°; 
360=2°x 3x55 | 
141750=2х3* х5° хт, 
2. С2400,360, 141750). =2х3х5=303 
С2400,360,1417502 =2° x 3# x5° x7= : 2268000. 
结束 本 章 之 前 再 举 几 个 例子 。 
例 rn на вто), Ë 
满足 
(1) 102) =2; 
(2) теп) = (т). nn) 
(3) тупіў, Ёт) (а), 
UEBB: (п) = п, 
证 明 由 性 质 (1 ) 和 (2 ) 知 ， 
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2 ={(2у)у={4(1+2)=1(1)+1(2)=1(1)+2, 
1) = 1， | 
而 和 且 f(22)= {(2)+1(2)=2х2=2°%, =, (2®у=2® 
(k=1, 2, e). 
Ш оп=2*+Һ(К=1,2,5°; П=1,2,,25-1), - : 
这 样 的 na 就 包含 除 1 和 2 之 外 的 一 切 正 整数 了 。 
DELIE +1<-+<25°+25®—-1=2!*55-1<2К, 
由 性 质 ( 3 ) 及 f(2:)=2:， 有 
2t<I(2t+1) <. <[(2t*1- 1) 281 . 
зх иН Y f2 +h), h=1, 2,...,28-1 Rk 2k p 2+! Bl 
- 工 个 不 同 的 整数 ， 而 2 和 25+: 之 间 刚 好 有 9 —14- 
整数 ， 所 以 f(2:+h)=2*+h， ПА А 然 数 "都 有 
п) = п, 
| ҮЛГҮ fp7= p, 0 为 素数 ， жаныма 
立 ? 若 成 立 为 什么 ? 这 留 给 读者 作 练 习 。 
例 1.18: # п 是 五 位 数 〈 它 的 万 位 数字 不 是 0) ma 
n rh ЕЕ ЇН ЈА ТАН Н, RAE 
切 an， 使 得 TRER СЭ ИИК Т Кл), 


Ж 设 n= хушу = х. 10*+ у, доза. 10+. й+у, 
其 中 xyyyzyuyy 都 是 0， 1 ,9 中 的 一 个 : 数码 ， E x=0, 
S m=xyuv=x+10° +y" +102 +и+10 + v,3f B.k = „ЖШ. F 


容易 证 明 ТЕ 
9m<n<llm =>9<к<11, уч 
事实 上 , . 
n =9m = (10-—9)x+10° + (10 — 9)y «102 + 2.102. 
+(1-9)us10+(1-9)v : соза 
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=10%х + 10?у +102z- 80и — 8v>0; 
11т-п=(11-10)х,109+ (11-10)у 10° — 2.102 + 
(11-1) 0.10 + (11-1)у 
= 10%х + 10у ~ 102+ 10?и + 10У20, 
因为 k 是 整数 ， 所 以 k=140， 于 是 n= 10m， 即 
х.10* + у+109+2+10® +us10 +v= x+101+ yel0s 
+u.10?+v.10, ТД х,у 可 以 是 0,1，…，9 中 任意 一 个 数 
码 ， 且 x 关 0， 而 z,u ,v 满足 下 列 方程 组 
z—u= 0, 
п-у= 0, 
у= (0。- 
| 4, Z=u=v= 0, 
于 是 a= xy000=N.103，10<N 坟 99， - 
1:13 已 知 四 个 不 同 的 整数 abc,d 使 得 整 系数 多 
项 式 
-f(x)a xta, x"! + eet an X+ a (1724) 
的 值 有 | 
f(a)={(b)=f{(c)={(d)= 5, 
证 明 不 存在 整数 k， 使 得 fCk)= в. 
证 明 f(x) -5 有 四 个 根 a,b,c,d, 所 以 
х) -5 = (х-а) (x-b) (х-с) (х-4) g(x), 
Ж g(x)=x"+b,x" l+... +b.(m=n-4), B bibr 
bu 都 是 整数 ， | 
如 果 存 在 整数 k, 4 f(k) = 8, ЖЖ 
(k-a)(k-b)(k-c)(k-d)g(k)= 3, | 
而 3 是 素数 ， 它 有 且 只 有 上 土 1，+3 由 个 因数 ， 于 是 上 式 的 
上- ak -bik-c，k-d 中 至 少 有 三 个 等 于 1 或 -1， 所 以 其 
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中 有 两 个 相等 ， 这 是 矛盾 的 。 
上 述 三 例 都 选 自 加 拿 大 、 美 国 中 学 生 数学 竞赛 的 试题 。 
按 例 1 .13 的 思想 方法 ， 读 者 可 编制 若 于 类 似 的 题目 ， 如 ， 
(i) 车 把 «57 改 为 ©, “qg” wye 3 3 p 
和 s 之 和 “p+s”， 其 他 条 件 不 变 ， 可 得 到 同一 性 质 的 题 
B. 
Gi) 已 知 五 个 不 同 的 整数 a,b,c,d,e 使 得 整 系数 多 项 
式 
f(x)=x"+a,x""l+ eet an iX+ a (n5) 
的 值 有 f(a)= f(b)=f(c)=f(d)=fe)=5， 证 明 不 存在 整 
к, EB {f(k)=11。 
同样 地 ， 读 者 亦 可 把 “5” 改 为 “s”， GP 改 为 
《s+ pipz” 其 中 p1,p; 是 二 素数 . 
例 1.14 < 上海 市 1956 年 竞赛 题 ) 
a, E n 是 整数 ， 证 明 132" -1 是 168 的 倍数 . 
b. ” 问 具 有 哪些 性 质 的 自然 数 n 能 使 1+2+…+n 整 
除 n! ? 
解 а, 1321-1 = (132)%- 1= (132-1) (132%70 
+132072 L... 2132 +1)= 168Е(ЕД& Й), 
1681013" -1), | 
b. 142t + пе PELI m nat 11, 
只 要 讨论 (a+l)| 2(n-1)! 的 情况 
(i) 当 a=2m+l 为 正 奇 数 时 一 > n+1= 2+1), 
2(п—])] =2х(2т)! 
显然 当 m = 0 8, 2х1|2х 01, %%m2>1 W, 
m+1<2m==>2(m+1)|2x (20) ==>п+1]2+(п-1)! 
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Gi) 4n ЕВИ, wmn 1 是 素数 ， 那 来 
(n+1)+2x(n~1)! , B222x(n-1)1 中 任 一 因数 都 不 
是 p= n+1 的 倍数 。 

如 果 n+1 EAA, ЖЯ п +1 = аЬ, 3< 


з<ь< T -了 工 ， 又 因为 n+ 1 为 奇 合 数 ， 是 8， 所 


щ11<а-1, ааа (128), 
当 azxb 时 ，a 和 bb 都 是 Ca-1)1! 中 的 一 个 因数 ， 故 - 
(а+1)12х(а-1)! ; | 
а= 日 时 一 >na+1=as => a= EH > 


геа CaS). MUE 

(n-1)1 中 出 现 a 和 2a 的 因子 ， 即 az12x(a-1TDL 。 
总 之， ложам аЬ 一 切 正 整数 

n 都 有 

5 (1+2++=+п)]п!, | 

例 1.15 n 是 非 负 整数 时 ， 证 明 7318"+2 + 92+1 
证 明 ga+a+ gza+1-64X8cLgxsla-73X8 

+9(8la- вз) =73 C 8+ 90819715 819728 

+98171), 

‚у Tg | 8a+24 данї, | О 
01716 当 是 自然 数 时 ， 证 明 84142- 3-7。 _ 
证 明 当 n -1 时 ， 显然 8410; арі, 则 À 
о 4200328072 (16-9) (1627116277 x94497] -7 

= 841+ 7042272. 322-21) 
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=84t+7(4.4 + 83.3 ?1) 
=84t+7[4(428 31)+3(3 -3+ 1)) 
=84К. 
此 题 亦 可 用 数学 归纳 证 明之 ， 
例 1.17 (i) 对 于 任意 自然 数 n， 证 明 ， 存 在 一 个 位 
数 不 超 过 n 且 各 位 数字 都 是 0 或 1 的 自然 数 N， 使 得 n|N。 
GD 证 明 ， 存 在 一 个 位 数 不 超过 1979《〈 或 1983 5 Н 
各 位 数字 都 是 1 的 自然 数 N， 使 得 19791N (1983IN >. 
证 明 (i) 因为 n+1 19 


nf ` 
0 , 1,11, 111, #11 өө 1 ` | . 
中 必 有 两 个 数 a 和 b 被 n 除 后 的 余数 相等 ， Wika >b, 


š a=kn+r,b=hi+r=>N=a-b=(k-h)n=>niIN, 

著 a 是 s 个 1 构成 的 s 位 数 ，b 是 t 个 1 构成 的 t 位 数 ， 

则 | | 

| N=a-b= iut ovo (o) 

s-t tí ; ， бое, 

GD F CD WO 2; 知道 取 n=1979 (1983) BF 

1979 | №1983 |N，N 是 形 如 (a) 右边 的 数 ) r (1e) 
与 末 位 数字 不 等 于 0 的 数 的 积 的 末 位 闭 字 是 不 等 于 0 ， y 

1979} 11.~ 11-1 (19831 11+ REDI + 

| Sii SHE Оз с 

此 例 之 (是 1979 年 全 国 数 学 竞赛 的 试题 它 与 例 1.43 

都 用 到 了 “ 抽 层 原则”，“ 抽 层 原则 ”可 作为 生活 常识 来 理 

Bi 1-18 〈 上 海 57 年 竞赛 题 ) 写 出 十 个 连续 的 自然 数 ， 
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个 个 都 是 合 数 。 

Ñ ”如 果 一 个 数 被 2，3，…11 所 整除 ， 则 把 它 加 上 2, 
3，…，11 所 得 的 10 个 连续 的 自然 数 ， 就 都 是 合 数 了 (自然 
这 十 个 连续 数 ， 可 以 是 多 种 多 样 的 ， 如 ，m，m+1，…， 
m+9，m=kxlll!+2，k 是 任意 自然 数 。 ) ， 即 
111+2, 111+3, эе, 11[+11; 

或 者 | 
nl+2, п|+3, +з, ni+11 (n2>11) 
等 等 。 

例 1.19 一 个 六 位 数 , 当 它 分 别 乘 以 2)，3，4，5，6 时 ， 
所 得 的 五 个 乘积 仍然 是 六 位 数 ， 而 且 每 个 六 位 数 的 全 部 数字 
都 是 原来 六 位 数 的 数字 ， 试 求 原来 的 六 位 数 。 

E ”显然 原 数 的 首位 数字 是 1 ， 否 则 它 的 五 倍 和 六 倍 将 
是 七 位 数 。 其 次 ， 首位 数字 是 1 的 六 位 数 的 2，3，4， 5， 6 
倍 记得 的 五 个 乘积 的 首位 必 是 2，3，…，9 中 五 个 不 同 的 数 
字 ， 所 以 这 个 六 位 数 ， 各 位 的 数字 都 不 相同 ， 且 不 为 0 。 

今 再 考虑 末 位 数字 ， 由 于 2，4，6，8 的 五 倍 及 5 的 6 倍 
的 末 位 数字 是 0 ， 故 未 位 只 可 能 是 3，7，9 之 一 ， 并 要 求 它 
的 2，…，6 倍 的 末 位 数字 都 不 相同 ， 并 且 含有 1 。 

3 的 2,3,4,5,6 信 的 末 位 数字 是 ，6,9,2,5,8; 

7 的 2,3,4,5,6 信 的 末 位 数字 是 ，4,1,8,5,2， 

9 的 2,3,4,5,6 倍 的 末 位 数字 是 ，8,7,6,5 ,4。 

除 7 之 外 不 包含 1 ， 故 末 位 数字 是 7 .中 间 四 位 数字 必 为 
4，8，5，2 的 一 个 排列 。 

下 面 研究 第 五 位 数字 ， 它 只 能 是 2，4，5，8 之 一 ， 而 未 
两 位 数 的 2，3，4，5，6 售 是: 

.27 x4=108， 出 现 0 不 是 原 数 的 数字 ， 故 第 五 位 不 能 是 
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2 。 同 理 

47x2=94， 出 现 9 故 第 五 位 不 能 是 4 。 

57 的 1，2，3，4，5，6 倍 的 倒 第 二 位 数字 是 5，1，?， 
2，8，4， 刚 好 是 原 数 的 六 个 数字 ， 所 以 第 五 位 是 5 。 实 际 
上 ，87x3=261，6 不 是 原 数 的 数字 ， 

再 从 2，4，8 中 选取 第 四 位 数字 . 

257 x3=771， 不 对 ，457 x2= 914 出 现 9 亦 不 对 ， 所 以 
第 四 位 数字 是 8 。 

剩 下 第 二 、 三 位 应 排 2 和 14。 

4857 Xx2= 9714， 不 对 ， 所 以 原 数 是 142857。 

检验 之 ， 它 的 2，3，4，5,6 倍 分 别 是 :285714，428517， 
571428, 714285, 857142, 

此 解法 实际 也 是 一 种 得 法 (sieve method), 

5J 题 

1。 设 " 为 任何 整数 ,证 明 

(i) 6[{п(п+1) (2п+1); 

(її) 6[п(п-1) (20-1); 

Gii) 8IC(2m+1)2-1 ` 

(iv) 6|п(п+1) (n+2), 

2, 证 明 一 个 整数 能 被 2 整除 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 个 位 数字 是 2 
的 倍数 。 能 被 5 整除 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 个 位 数字 是 0 或 5。 能 被 3 
或 9 整除 的 充 要 条 件 是 ， 它 的 各 位 数字 之 和 是 3 或 9 的 倍数 。 | 

5. 证 明 ， 任 意 四 个 连续 正 整 数 之 积 加 一 ， 都 是 一 个 整数 的 平 
方 。 

4. 4 a 是 奇数 时 ，a (az2-1) 是 24 的 倍数 。 

5。 证 明 ， 一 个 整数 a ， 若 不 能 被 2 和 3 所 整除 Hj a2 + 23 是 
24 的 信 数 。 


63 


6. ЖО, (3+ 5)°+(3-— 5)" (ЕАО, а" 
的 倍数 。 

7. 设 aa 为 正 奇数 时 ，815"+2x3”1+1。 

8。a 是 非 负 整 数 时 ， 证 明 

Ci) 19[5271 e 272+ 3*2 528017 

(11) 39|28™8 _ 52011, 

Gii) 49]25°"8—7п+41, 

9. n 是 任意 整数 时 ， 证 明 

Gi) 30|пб—п; Gi)360|n2(n2-1) (12-4); 

Gii) 6|nš + 11n, 

10. 0 是 自然 数 时 ， 证 明 

G) (а-1)?%]п®71—1; (11) 9ias+(n+1)3+ (na 1)8, 

11。 用 分 解 素 因子 的 方法 求 最 大 公 因 数 和 最 小 公信 数 。 

G) 48，84，120 (11) 360, 810, 1260, 3150, 

12. НОНО, 51245, 13310 的 最 大 公 因 数 和 最 小 公 
倍数 。 

13。 甲 、 乙 、 丙 三 班 的 学 生 数 分 别 是 54 人 、48 人 、72 人 ， 现 要 
ERREPI AEREE BRIKA, BAIARA RERE R 小 
组 的 人 数 最 多 是 多 少 人 ? 这 时 甲 、 乙 、 丙 三 班 各 有 几 个 小 组 ? 

14。 甲乙 ` 西 . 丁 四 个 齿轮 互相 趴 合 , 齿 数 分 别 为 84、36、60 和 
48, 问 在 转动 过 程 中 第 一 次 同时 晃 合 的 各 齿 ， 到 第 二 次 再 同时 哨 合 时 ， 各 
资 轮 分 别 转 过 多 少 图 ? 


215, 证 明 ， а ар" ‚нж, 正 整数 шй, 
正 整数 a аз, eo aÚ 的 最 小 公司 数 。 с ыал у 
16. RNET (m) 表 示 正 整数 mm 的 正 因数 的 个 数 ， 证 明 ， 当 
mapi + pq 时 ，T(m) = (ci+1)… (oa+l)， 并 计算 (96) ;' 
(168), т(255), т(12! ) 。 - 
17. 我 们 用 5(ш) 4 示 正 整数 m Ву ЈЕ [N 2 П, ШЕ, 
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тер! раев, 


а}+1 paa+1 
Sm)= 1 -1 n -1 
рі-1 Pa 一 1 


18. 当 n 通过 一 切 正 整 数 时 ， 形 如 4n -1 的 数 中 有 无 限 多 个 

19, 形 如 6n + 5 的 素数 数目 是 无 限 的 。 

20. 任何 两 个 费 马 数 都 互 素 。 

21. 将 数 e=2.71828182845904 … 分 解 成 简单 连 分 数 ， 求 此 连 
分 数 的 前 五 个 渐 近 分 数 ， 

22。 用 连 分 数 计 算 方 程 x* + 9x+6= 0 的 两 根 ， 使 它们 准确 到 
0.0001. 

23. 用 连 分 数 计算 方程 x 一 x? 一 2x+1= 0 的 三 个 实 根 ， 使 它 
准确 到 0 .0001。 i 

24. 计算 欧 拉 括 号 

G) {1, 0, 2, 6 3), GD (í, b 1, 2); 

Gii) (2, -2, 3, -3, 1, -4}; Gv) (a, В, Y, ò}; 

G) {3, 0 1,0, 0 1). 


2 
25. М(1, 2, 1, 3, 2, 3, 2) 32 b|, "im = 3, KEE 
公式 (30) 。 
26. 应 用 定理 1.9 的 证 明 过 程 ， 求 出 以 下 列 连 分 数 为 根 的 二 次 
方程 。 О. 
(i) (34 133 GD CL 2, 4, 63 


Gi {2,1,2,1,1,42; Чу) L4 1, L 2, 1, 1, 82, 
27. 用 例 1.10 的 方法 ， 把 61 和 137 表 成 二 自然 数 的 平方 和 。 
‚ 28. 着 axo+by6 是 形 如 ax+by〈x，y 了 是 任意 整数 ， a 和 b 是 
两 个 不 全 为 0 的 整数 ) 的 数 中 最 小 的 正 数 ， 则 


axo+byol ax+by, 
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29. 车 a, b 是 任意 二 整数 ， 且 b 关 0， 证 明 存在 两 个 整数 
s，t， 使 得 
a=bs+t, 11101 
成 立 ， 并 且 当 b 是 奇数 时 ，s，t 是 唯一 的 ， 当 b 是 偶数 时 ， 结 果 如 
何 ? 
50. 证明 整 系数 多 项 式 
f(x) =aox +a? i++a (na>0，ao>0) 的 x 取 任何 整 
数 时 ， 有 无 限 多 个 合 数值 . 
31. ”证明 ， 当 和 且 仅 当 п=2&®—1Н], — JK (a+b) АЕ JF sÑ 
的 各 项 系数 都 是 奇数 。 | 
“32。 G) 求 30! 的 标准 分 解 式 ， 
Gi) 求 250! 的 标准 分 解 式 中 3，7，11，23 诸 素数 的 指数 。 
35. ШоХ ЖІ, а, ВЗ, WEH: 
Ci) Сај+Са+ tm +Са+ 171) = Ca) 
(її) C(2a J+( 28 22СаЈ+Сса+В +C) 
Gii) Ca}~tBI=Ca-$ 或 Ca~Bj+l. 
34。 G RRA E OERKE О<Х<К 上 是 连续 的 ， 并 H E 


负 ， 证 明和 式 
> C f(x) 3 
Q<X=<R 


表示 平面 区 域 Q< X<qR, 0<y=< f(x) 内 的 整 点 (整数 坐标 的 点 》 
的 个 数 。 | 
Gi йр, q 是 互 素 的 奇 正 整数 ， 证 明 ， 


q  _p-1.q-1i 
PY т. 


Б rPxj+ E 
0o<x<-2 о<у<® 
111) Ë r>0 ТЕБЕ х? нуз гіру, WEH, 
Т=1+4(г]+8 > CVT x2)-4( — 3, 

у 2 
0< х 


_— 
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Gv) 设 n>0，T 是 区 域 x>0，y>>0，xy< 委 na 内 的 整 点 数 ， 
证 明 
T=2 E CI- n 23. 
О<х« n * 
55. Ú n EFIE, раж, H. 
n=ao+atp+azp2+… 0<ai<p， 
证 明 ， 在 nl! 的 标准 分 解 式 中 ， 素 因数 p 的 指数 是 
2-5 
= 1 


其 中 Ss。 = а+ар+а ++, 


h= 
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附录 工 哥 德 巴 趟 猜想 


1742 年 6 月 7 日 普 重 士 ( 今 属 德国 ) 派 往 币 罗斯 的 一 位 公 
使 哥 德 巴 灰 (Christain Goldbach) 写 信 给 欧 拉 ， 提 出 一 
个 命题 说 :“ 和 任何 偶数 ， 由 4 开始 ， 者 可 以 化 减 两 个 素数 和 的 
形式 ， 任 何 奇数 ， 由 7 开始 都 可 以 化 成 三 个 素数 的 和 。” 这 
是 历史 上 次 名 的 哥 德 巴赫 狂想。 猜想 的 第 二 部 分 实际 是 第 二 
部 分 的 推论 ， 因 为 大 于 或 等 于 7 的 奇数 ， 都 可 以 写成 3 Ç 
FRA p ) 加 上 一 个 大 于 或 等 于 4 的 偶数 之 和 ， 所 以 这 个 问题 
的 第 一 部 分 车 能 解决 ， 这 个 问题 就 全 部 解决 了 。 因 此 通常 说 
哥 德 巴赫 猜想 ， 就 是 指 问题 的 第 一 部 分 。 也 就 是 ，“ 任 何 一 
个 大 于 2 的 偶数 ， 都 是 两 个 素数 之 和 ( 表 为 1 + 1 ) ”。 欧 
拉 表 示 ， 他 相信 哥 德 巴赫 是 对 的 ， 但 他 不 能 加 以 证 明 ， 而 作 
为 历史 遗留 的 问题 而 提出 ， 让 后 代 的 数学 家 共同 努力 ， 来 判 
断 该 问题 的 是 非 。 

1900 年 德国 数学 家 希 尔 伯 特 (D,Hilbert), 在 国际 数学 
会 的 演说 中 ， 把 哥 德 巴赫 狂想 看 成 是 以 入 遗留 的 最 重要 的 问 
题 之 一 ,介绍 给 20 世 纪 的 数学 家 来 解决 , 即 所 谓 希 尔 伯 特 第 八 
问题 的 一 部 分 ，1912 年 德国 数学 家 朗 道 在 国际 数学 会 的 演说 
中 ， 提 出 即使 票证 明 较 弱 的 命题 ， 存 在 一 个 a ， 使 每 一 个 大 
于 1 的 整数 ， 都 可 以 形成 不 超过 а 个 素数 之 和 ( 注意 ， 猜 想 
如 果 成 立 ， 即 取 a = 3。 ) 也 是 现代 数学 家 所 力 不 能 及 的 ! 
1921 年 英国 数学 家 哈代 在 哥本哈根 召开 的 数学 会 上 说 过 ， 猜 
想 的 困难 程度 可 以 和 任何 没有 解决 的 数学 问题 相 比 的 。 

近 七 十 年 来 ， 哥 德 巴赫 猜想 吸引 了 世界 .上 许多 著名 数学 


猜想 的 方法 ， 不 仅 对 数论 有 广泛 的 应 用 ， 而 且 它 可 以 用 到 不 
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少数 学 分 支 中 去 ， 推 动 了 这 些 数学 分 支 的 发 展 。 

下 面 简单 介绍 一 些 关 于 哥 德 巴赫 猜想 (下 简称 猜想 ) 的 
主要 成 果 。 

时 在 1922 年 ， 英 国 数学 家 险 代 和 李 特 伍德 (Hardy and 
Littlewood ) 提出 一 个 研究 猜想 的 方法 ， 即 所 调 “ 图 法 ”， 
1937 年 苏联 数学 家 依 , 维 诺 格 拉 ОЕ Ж (И-М .Виноградов) 
应 用 圆 法 ， 结 合 他 创造 的 三 角 和 估计 方法 证 明了 每 一 个 充 
分 大 的 奇数 都 是 三 个 素数 之 和 ， 从 而 基本 上 证 明了 猜想 的 第 
二 部 分 ， 这 就 只 盖 (1+1) 是 正确 的 还 没有 证 明了 《 因为 第 
二 部 分 并 不 包含 第 一 部 分 ， 而 第 一 部 分 却 包含 有 第 二 部 
分 ) 
1920 年 ， 挪 感 数学 家 布朗 改进 了 有 了 两 千 多 年 历史 的 爱 拉 
g% Eratosthenes) 质 “得 法 ”*， 证 明了 每 个 充分 大 
的 偶数 ， 都 是 两 个 素 因子 个 数 不 超过 9 的 正 整数 之 和 , RM 
把 布衣 的 结果 记 为 《9+ 9》 。1930 竺 苏联 数学 家 哆 尼 尔 时 用 
他 创造 的 整数 “ 密 率 ”结合 布朗 得 法 证 明了 庆 道 在 1912 年 提 
出 的 问题 ， 即 证 明 “ 除 1 以 外 的 任何 正 整 数 都 可 以 化 成 不 超 
过 上 (或 a) 个 串 数 之 和 的 形式 ， 其 中 k 是 一 个 固定 的 数 ” . 
开始 常数 k 昆 一 个 很 大 的 数 ， 后 来 下 噬 到 k = 69， 但 其 方法 
不 及 三 角 和 方法 精密 ， 德 国 数学 家 拉 代 马 哈 在 1924 年 证 明了 
(7+7)， 英 国 数学 家 埃 里 特 蛇 于 1932 年 证 明了 (6+6)， 
苏联 数学 家 布 赫 文 塔 布 于 1938 与 1940 年 分 别 证 明了 (〔(5+5 ) 
和 (4+4) ， 这 和 运动 员 一 样 ， 不 断 刷新 世界 纪录 
我 国 数学 家 华罗庚 早 在 30 年 代 研 究 猜想 ， 得 到 很 好 的 成 


RREZ, дру п 的 一 切 索 数 p 来 试 阶 n， 肖 这 些 p 都 不 整除 na， 则 na 
是 素数 ， 这 样 依次 检验 n= 2 ,3 ,4 ,…， 赵 否 素 数 ， 从 而 逐步 在 自然 数列 中 ШЇ 
出 素数 。 
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果 ， 他 证 明了 对 于 “几乎 所 有 ?的 偶数 ,猜想 都 是 对 的 ,解放 
不 久 他 就 倡议 并 指导 他 的 一 些 学生 研 究 猜 想 ， 取 得 了 很 多 成 
果 ， 就 获得 国内 外 高 度 的 评价 ，1956 年 我 国 数学 家 王 元 证 明 
了 (3+4)， 同 一 年 苏联 数学 家 维 庶 格拉 条 夫 又 证 明了 
.《3+3)，1957 年 王 元 证 明了 《2+ 3 ) ， 这 些 结果 的 缺点 是 
郴 个 相 加 数 中 ， 还 没有 一 个 肯定 为 素数 的 。 

早 在 1948 年 ， 匈 牙 利 数学 家 瑞 尼 就 证 明了 (1+b)， 这 
录 的 b 是 一 个 常数 ， 用 他 的 方法 定 出 的 b 将 是 很 大 的 ， 所 以 并 
没有 人 具体 定 出 b 的 值 。 直 到 1962 年 我 国 数学 家 潘 承 润 与 苏 
联 数 学 家 巴尔 巴 思 各 自 独 立 证 明了 (1 + 5)1963 年 潘 承 润 、 巴 
尔 巴 思 、 王 元 又 证 明了 (1+ 4)，1965 年 维 诺 格拉 打 夫 、 
布 赫 塔 布 与 意大利 数学 家 朋 比 巴 证 明了 (1+ 3 ) ， 我 国 数学 
家 陈景润 在 对 第 法 作 了 新 的 重要 改进 之 后 ， 终 于 1966 年 证 明 
了 (1+2)， 取 得 迄今 世界 上 关于 猜想 最 好 的 成 果 。 正 因为 
陈 氏 定理 的 重要 ， 目 前 世界 上 共有 四 个 简化 证 明 ， 最 简单 的 
是 我 国王 元 、 丁 夏 畦 、 潘 承 洞 的 证 明 . | 

` 由 上 所 述 不 难看 出 ， 哥 德 巴赫 猜想 ， 也 象 其 他 经 典 问题 
一 样 ， 它 的 一 切 成 果 ， 都 是 在 前 人 成 就 的 基础 上 ， 通 过 还 回 
曲折 的 道路 而 得 到 的 。 
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附录 下 欧 拉 公式 


这 是 一 个 用 解析 方法 证 明 数 论 问 题 的 例子 ， 欧 拉 公 式 与 
他 所 证 明 的 素数 个 数 是 无 限 的 定理 有 密切 的 联系 。 
设 p) 是 任意 素数 ， mk>i WE | 


1 _ 1 1 1, 
р lt k t k tsk Ў 1) 
1-72 \ À М 
р 


我 们 取 不 超过 已 知 数 N 的 所 有 素数 ， 设 它们 是 ， pi = 2， 
p: = 3, Pa = 5, с, Pas 我 们 就 这 些 素数 写 出 公式 (1), 并 
把 这 些 公 式 的 两 边 分 别 连 乘 ， 并 按 递 减 的 顺序 来 排列 乘积 的 
各 项 .得 


п 1 1 1 1 1 1 
s14 + ^+ htta 
П 1- 1 2“ 3k 4* Nk k 
A=1 k 1 
1 
жүк?” (2) 


因为 Dis Dos "° р, 是 小 于 N 的 所 有 素数 ， 显然 等 式 
(2) 右 边 的 前 N 项 都 已 写 出 ， 其 K, N<N,<N, <…， 一 
般 情 况 N, 之 N+1，N, 之 N, +1, 6, 即 在 N 后 面 的 自然 数 
并 非 全 部 会 在 Ni，N;，… 中 出 现 . 可 是 当 k>1 в, 级 数 
1 + 让 + 去 + ,是 收敛 的 ,因而 对 于 任意 小 的 с> 0 ， 总 可 以 
找到 自然 数 N， 使 得 

1 o 1 

(Мар (N+E 


<<, 


71 


即 ， 更 加 有 二 E+ E+…<e。 因 此 ， 当 pu 的 下 标 a 无 限 增 
加 时 ， 也 就 是 N 无 限 增 大 ， 这 时 我 们 从 等 式 ( 1 ORME FR 


П. $ 是 收敛 的 ， 并 从 而 得 到 : 欧 拉 公 式 
А= 1 | 


1 
-= k 
P, 
°° 1 œ 1 N 
IT 一 一 -= Па (3) 
A=1 1 一 ск m=1 
P, 


( 3 ) 表 示 了 任何 自然 数 都 可 惟一 地 表 成 素数 的 乘积 。 
(ФК = i 时 仍然 成 立 ， 从 而 得 到 欧 拉 公式 的 推论 。 


п 


П>] (4) 
A=11 ——- ш =] ` 
ру 


今 设 无限 增加 ， 则 п 也 无 限 增加 ， 但 是 当 N-> ©, 
( 4 ) 的 右边 是 调和 级 数 ， 故 发 散 ， 因 此 ( 4 ) 左 边 的 无 穷 积 亦 
发 散 。 也 就 是 


О, -X ln(1 - 27). а 
Komto Уб ма ` ` ы x. 
2k, яна naise, б ч 

menl =n] 时 ， ale ss И 
+ < +ñ +n +... = T <, 这 就 是 说 ， 级 数 
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2571, жижу 1 是 发 散 的 。 
у= РА х=1РА 

因而 有 级 数 
1 1 1 1 1 


tytst7tn 


是 发 散 的 ， 其 中 p 过 一 切 素 数 ， 


tons (5) 


| 
M 
— 
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第 二 章 不 定 方 程 


中 国 古 代数 学 家 张 丘 建 ， 曾 经 解答 了 下 面 的 题目 ， 

“ 鸡 俩 一 ， 值 钱 五 ， 鸡 母 一 ， 值 =, B =, 值钱 
— НЕН, HBS., 8. ФАЛА?” 

设 用 x、y、z ЗИЯ. АЩ}, ЗЕН Н, Ж 
到 下 面 的 方程 : 

5x + 3y +z = 100, 
х+у+>= 100, 
消去 z， 再 化 简 得 
7х + 4у = 100, 
要 解决 这 个 问题 ， 就 是 求 出 上 述 方程 与 方程 组 的 非 负 整数 
R. 该 方程 是 一 个 二 元 一 次 不 定 方程 的 具体 例子 。 一 般 地 ， 
一 元 二 次 不 定 方程 ， 指 的 是 ，a，b，* 为 整数 的 方程 
ах+Ьу=с, 

本 章 主要 介绍 二 元 一 次 不 定 方程 有 整数 解 的 条 件 及 其 解 
法 ， 并 推广 于 多 元 一 次 不 定 方程 ， 最 后 介绍 勾 股 数 及 费 马 大 
定理 。 

第 一 节 ”二 元 一 次 不 定 方程 

本 节 将 讨论 二 元 一 次 不 定 方程 有 整数 解 的 条 件 ， 并 且说 
明 在 有 解 的 情况 下 如 何 求 出 它 的 一 切 整数 解 . 

假定 给 定 二 正 整数 a 和 b(a>>b)， 用 欧 儿 里 德 除法 + 得 


a，b 的 最 大 公 因 数 d 由 前 章 等 式 (32) 知 道 ， 不 定 方程 
ax+by=d (1) 
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恒 有 整数 解 . 
мр = (91,9: stesa da J BJ, 其 解 为 
уо= 0-1)" (q, s ,qn-1}, 
xo=(—1)"{q2.… ,qn- 1} (2) 
当 а> > 0 时 ， x, , yo 有 不 同 的 符号 。 *wa>0, b< 0 时 ， 


可 以 把 (1 ) 写 作 
ax+|b|(-—y)=d. (1) 


当 [6 = 0919929999) 时 ,其 解 为 


(—-у)д=(-1)°7®{дау,+е,аа-1}, хо= (—- 1)" 


{ qz» qasi ) (2) 
若 把 (1 ) 的 两 边 同 约 去 4， 得 
alix+biy= 1 (1) 
СЕЕ АЈ В, Жр a=ad,b=b,d, 
: (абу) = 1. 
因此 ( 1 ORRERA, BEA 
ax+by=1 (a,b)=1 (3) 
的 求解 问题 ， 


下 面 研究 一 般 的 二 元 一 次 不 定 方程 (uncertain equa- 

tion ) | 
‚ах+Ьу=с 4) 

其 中 a,b 是 非 零 整数 ，c 是 任意 整数 ， 我 们 有 下 面 的 基本 
EH: 

定理 2.1 不 定 方程 ( 4 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 ，d1c， 其 中 
d= (а,Ь), 

并 且 当 (x。,yo。) 是 它 的 一 个 解 时 ， 其 一 切 解 是 ， 


75 


Сї= 0, +1, 2, ) (5) 
La 
了 + 三 了 0 工 d t. 


注意 ， 这 里 及 本 章 后 面 所 指 的 “ 解 ” 无 特别 声明 ， 都 指 
HAE. 

WEE HEMI IE ARTE, AOO RRA E C x. ya) 
ахо + Бус = с, 204 а, |, 0а | c, 

反之 ,车 dja,d|b,djc,  а=а,ӣ, Ь= 6,0, c=c,d, 
а,Ь,с ШШ, Caibi) = 1，( 4 ) 没 两 边 同 约 掉 d， 
得 与 ( 4 ) 同 解 的 不 定 方程 


aix+biy=ciy (atybi)= 1. . (47) 
由 上 面 的 分 析 知 方程 и 
ax+biy= 1 Е (17) 


有 解 ( 2 )。 用 (x。 :yo/) 表 示 (17) 的 一 个 解 ， 令 ze = cix 
ув=Сб1у,/› W (х,у, ) 就 是 (4) 的 一 个 解 。 

其 次 ， 证 明定 理 的 后 一 部 分 ， 若 (x,y ) 是 (4 ) 的 任意 
解 ， 则 i 

ax, +by, =c Rax+by = с, 

S U c a(x-xi)=-b(y-y, (6) 
两 边 同 除 以 4， 得 
: 21(X—X0)= -bi(y уо), (а,б) = 1, 


а. 


(ее 


| 


76 


сь, 

x=X,- 4 ° 
=> a 

у= yi ta t, 
但 要 满足 等 式 ( 6 )， 必 须 t= t, RRE, M 658 
a(x,- 4 t-x,) = = i 

=> t = t+/ 
-b (yo+ Ât суд) с ари 
а d 


反之 ，( 5 ) 中 t 取 任意 整数 时 ， 都 是 (4) Е. 事实 
上 ， 

a( xo- Bt) + (у +2 t)=azı+bys=c, 

从 定理 2.1 知 道 ,( 4 ) 有 解 时 ， 要 求 它 的 一 切 整数 解 ， % 
求 (1 ) 的 一 个 整数 解 〈 xy1)， 次 令 xo = + x° ,yo= 二 у, 
就 得 到 ( 4 ) 的 一 个 整数 解 (xu,y。 ) BH АЖЕН 
《4 ) 的 一 切 整数 解 。 

求 x/ ЖА а, RE а,Ь 是 正 或 负 ， пал, 
PESAT yH, RRlalX+ Ib] Y=d 的 解 ， 其 中 
Х= +х, Y= жу, Ха 同 号 ，Y 与 b НЕ, эщ [а> [| 
(lb|>la]) н}, 把 lal/1b| C]b]/lal t Е Саз, 
qQsy" qI JD, HJ Yos (DUHA yq (X, = (18 
аз» "9 СХ, = (TH а, 1)» Yi =. 
=(-1)*({9:,- ` 1» 求 得 xz,，yo 后 ， 仍 用 公式 (5 ) 
求 (4 ) 的 一 般 解 。 
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012.1 求 方程 
15х+19у = 1 
的 整数 解 。 
MN НОНЕ, Жо 
19:15=1 =q; 


15: 4 =3=qs 
4: 3 = 1 =q; 
3:1 = 3 =q; 


м 19. 
`... 15 (1, 3, 1, 32, 


本 例 因 19>>15， 所 以 由 公式 ( 2 ) 得 
xo=(~1) 1{1, 3, 1}= -5, у,=(-1)* 
(3, 1)= 4 -RRE 
x= —-5+19t, y= 4 FT15t (t=0, 1, 2, +), 
#22 求 方程 
126х —102y = 18 
的 整数 解 i 
ЯЯ (126, 102) =6, 6]18, KAR. 方程 商 边 PP 2; 
+6, A c 
21х-17у= 3, Ха) 
先 解 方程 
21х+17(-у)=1, 


我 人 有 行 = с1, 4, 43, х= -{4: } = -4, = уу = (9192) 


= (1, 4) =5, Ву, = -5, 故 原 方程 (a) 的 解 是 ,xzo= ~ 403 


= -12，yo= -5x3= -15。 一 般 解 是 
x= —ü—12+17t, y = -15+21t (t= 0, +t1,+2,), 
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我 国 早 在 宋朝 , 数学 家 秦 九 韶 的 《 数 书 九 童 》 里 ,就 用 大 
衍 求 一 术 来 求 不 定 方程 的 整数 解 。 在 《 数 书 九 童 》 里 记载 有 
“ 余 米 扒 数 ”问题 ; 某 米 店 有 相同 容量 的 三 算 米 被 盗 , 盗 后 左 
第 剩 一 合 ,中 第 剩 一 升 四 合 , 右 第 剩 一 合 .破案 后 ,知道 甲乙 、 
丙 三 贼 分 别 用 一 升 万 合 ， 一 升 七 合 ， 一 升 二 合 的 容器 量 盗 
左 、 中 、 右 三 第 ， 问 共 失 米 多 少 ? ZW WE b? Ж 
RE: 共 失 米 九 石 五 斗 六 升 三 合 ， 甲 、 丙 各 盗 三 石 一 斗 九 升 
二 合 ， 乙 盗 米 三 石 一 斗 七 升 九 合 。《〈 这 段 话 是 白话 译文 》 
此 问题 是 解 下 列 不 定 方程 组 
x=19y,+1, 
x=17y, +14, (7) 
х=12у,+1, 
而 实际 上 ， 是 求 (7) 的 最 小 正 整数 解 。 其 解法 是 ， 


(19,17,12) 


` = 3876 


“ 求 1” 主 要 是 求 “ 乘 率 ” 使 它 与 衍 数 之 积 ( 用 数 ›, 
被 定 母 除 其 余数 为 1 。 秦 九 部 的 求法 是 ， 

204х1 = 199. +14(q =10), 

204 х2=194, + 9(q: = 29, +1 = 21), 

204х3= 194+ 4(9:=9,+9;+1= 32), 

204х3х5 = 194, +1(9,=59,+1= 161), 
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所 以 (7 ) 的 第 一 式 的 乘 率 是 15， 即 x = 204 х15 = 3060, 
yi=161 是 (7) 第 一 式 的 一 个 正 整 数 解 ， 同 理 

228 х1= 179, +7(9;= 13), | 

228 xX 2=17q; + 14(q, #2qi = 26), 

228 X3 = 1743 +t4(43=Qı+q2+1=40), 

228 х5 =17q4 +1(q4=q2+q:+t1=67). 
MA Т) СКАЈ А 5, х=228х5=1140, у, =67 
是 x = 17у, +1 ЕН, WAARM, х=1140х14 = 
= 15960, уз = 67X14=938 是 (7 00-а, 

323х1=1241+11(4;= 26), 

323 х 11=124: + 1(9: = 119, +10= 296), 
所 以 (7 ) 的 第 三 式 的 乘 率 是 11，x = 3553, уз = 296 Æ (7) 
第 三 式 的 正 整数 解 .。  “ к 
”而 此 题 的 且 的 是 求 出 不 定 方程 组 ( 7 ) 共 同 的 正 整数 解 
х, 下 中 的 各 总 ， 就 是 ( 7 ) 的 各 式 的 正 整 数 解 ， 第 一 式 的 各 
总 被 17、12 所 整除 而 被 19 除 余 1$ 第 二 式 的 各 总 被 19.。 12 所 
整除 而 被 17 除 余 14， 第 三 式 的 各 总 被 19、 17 所 整除 而 被 12 除 
余 1 ， 所 以 它们 的 和 

x =3060X1+1140x14+3553x1= 3060+15960 

+ 3553 = 22573 是 满足 方程 组 ( 7) 的 хі (Эу, =161 


+ 15960 + 3558, 同样 可 可 Yas РСА BE) ‚ иҗ 


里 所 求 的 x 值 ， 并 不 是 ЕВЕ ЖИИ, ЖЕРЕ C 

17，12] = 3876 的 倍数 后 ， 仍 是 4 7 ) 的 解 ， 所 以 本 问题 的 解 

答 是 x= 22578-5 х 3876 = 3193( 合 )。 这 就 是 说 又 笋 储 米 三 

石 一 斗 九 升 三 合 | 
3193- 1 = 3192( Ж © ЕШ), 
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3193-14= 3179( 中 算 被 盗 的 谷 数 )， 
3193 一 1 = 3192( Ж SRA ©. 
.此 法 亦 适 用 于 解 一 元 一 次 同 余 式 组 ， 这 将 在 第 四 章 第 二 
节 中 再 说 。 
例 2.3 用 火 衍 术 一 术 求 不 定 方程 
19x=15y +1 ， `(8) 
的 正 整 数 解 。 Такы 
解 只 有 一 个 方程 时 ， 可 把 хит, УШ Ж 
19<x1=15qi+4(qr=1), 
19х2= 159 + 8(д, = 2), 
19х4=159:+1(9=24,+1=5), 
所 以 (8 ) 有 正 整数 解 xe =4，y。 = 5, —} ЖШ 
x=4+15t, y=5+19t(t=0, 1, 2, 人 
都 是 (8 ) 的 正 整 数 解 。 


第 二 节 “多 元 一 次 不 定 方程 
所 谓 多 元 一 次 不 定 方程 ， 指 的 是 整 系数 方程 “ 


a1X1+asXs t+ ах, = b( n22 ), (93 
TARNE, Гаа, aa АО. 
今 先 证 

定理 2.2 . (9 ) 有 籽 数 解 的 充 要 条 件 , (at зај, 

证 明 # (а, a," "э Aa) = d, 车 ( 9 ) 有 整数 解 Q, 


х;, +, Xa), Hj 


, , , 
а,ху+т a,X, + tax, =b 


8% 


HERE, Hidlar даз, "~", dlas НАУ ЛЛ 3° 
An, dib. 

反之 ， 若 djb， 我 们 用 数字 归纳 法 , 证 明 (9) 有 整数 
解 。 | 
A) 当 n=2 时 ， 由 定理 2.1 知 (9 ) 有 整数 解 ， 
В) 设 为 a-1l1 时 ，(9) 有 加 数 解 ， 今 证 明 为 上 时 (9 ) 
亦 有 整数 解 。 | 
7494, = (а, az), (d,, аз, +, а.) =, djb, HIH 
纳 法 假设 知 ， 方 程 | | 


data +азхз +. +а,х, = 
ARAR, BERAC th, x4，…， xs ) 。 再 考虑 
аүх+а,х,=@,{%, 
BEMIR, а,)=4; 知 上 式 有 整数 解 ， 设 其 一 解 为 
(ху, хо), MJ 


, , , , 
aX +a, X, + asXs + ъа, 


, , ГА 
=d,ty+ asx,+ аха = b, 


故 ( x4，x2，…，xa ) 是 ( 9 ) 的 一 个 整数 解 。 
”定理 2.2 已 提供 了 一 个 求 (9 ) 整 数 解 的 方法 ， 即 先 求 出 
(ац, a,)=d,, (di, аз) =, s (dais а) = ds, WJ 
da= (а, е, 8,) = d, 2020104,1, СӨ У 
数 解 ， 若 ds+tb， 则 (9 ) 没 有 整数 解 。 作 方程 
а,х,+а,х,=@б,{,, 


дї, +tasxs=d,;ts, 
ө, (10) 
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do_ sto z ta, 1Xa = do itai 
d, 1,1 ta,x,=b, 
首先 ， 按 前 节 所 给 的 方法 求 出 最 后 一 个 方程 的 整数 
解 ， 次 把 te_-: 代 入 倒数 第 二 个 方程 后 ， 再 求 出 它 的 整数 解 ; 
依 此 类 推 ， 可 求 出 (9 ) 的 整数 解 。(10) 的 一 组 方程 中 t... 
в, >» t: 都 可 以 看 作 是 常数 。 К 
例 2.4 求 9x + 24у – 52 = 100080 -— Е, ` 
с Æ (9，24)=3，(3，-5)=1]1 故 该 方程 有 整数 И. Ж 
ёте | 
ЕС 9х + 24у = 31, Вх + 8у = +, 
及 31-52=1000. 
с 用 第 一 节 的 方法 ， 解 得 


X=3t— 8u, 
poas u=0, +], +2, ) 
[652000 + 57, 
M00046 Cv=0, +1, +2, ... ) 
消去 t 5 


х = 6000 + 15v ~ 8и, 

у= ~ 2000 – 5у + Зи, 

2=1000+3у, (и, у=0, +1, +2, =) 
就 是 所 要 求 的 一 切 整数 解 。 


第 三 节 J 股 数 


本 节 里 所 研究 的 一 种 特殊 的 二 次 不 定 方程 ， 在 我 国 古 算 
书 《 周 甬 算 经 》 中 ,已 经 载 有 ，“ 句 广 三 , шщ, BA 
TE” 旬 是 “ 勾 ” 的 十 写 ) ， 这 是 一 个 三 边 长 都 是 整数 的 直 
角 三 角形 。 因 此 已 经 知道 了 不 定 方程 > 
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x? фу? =? (11) 
В-Ф СЗ, 4, 5 СОБУН ИЕ ) 。 刘 微 
九 童 注 C 263 年 ) 中 又 载 有 52+122=132，82+152= 172, 
?72 二 242= 252，202+212= 29:2， 由 此 可 知 ， 我 国 古 代数 学 
家 已 经 给 出 了 (11) 的 许多 组 解 ， 本 节 的 目的 是 给 出 (11) 的 一 
切 解 。 

显然 Xx=0,， у=0, z=0; х=0, y=#*z; уз@Ф, x 
о (ТАЧ, 除 此 之 外 ，(11) 的 每 一 组 解 都 不 抱 E 
0 。 要 求 (11) 的 一 切 非 零 解 ( 指 的 是 x，y，z Жао BU 
解 ) ,只 要 求 出 它 的 一 切 正 整 数 解 就 可 以 了 ， 因此 可 设 x>0 А 
y>0, 220, 

车 (11) 有 非 零 解 ， 且 (x，y)= d>1, Bj diris? , 即 
d?]z? 一 >d]z， 因 此 可 把 (11) 的 两 端 同 约 去 4?， 也 就 是 ， 
”只 须 求 (x， y) = 1 的 解 。 | . ' 

引 理 1 洲 (11) 有 非 零 解 ， 且 (x，y) = 1 时 ， 则 ыш 
一 非 零 解 的 x，y 总 是 一 奇 一 偶 ， 

证 明 (х, у) =1, Их, y 不 能 同 为 个 数 ， 如 果 
x=2k+1, y=2h+1==x2=4m+1, y2=4n+ 1, 其 中 
m=k*+k, n=h*+h=x? tyt =4(m+n) +22 EK 
上 ,2z “只 能 是 4s .或 4s + 1 形 的 数 , 所 以 xy，7 只 能 是 一 奇 一 偶 。 

由 引 理 1 ， 可 设 在 Ci ух >0, y>0, 2203 (ус 2 
(x, y)=1; (iii) x 是 偶数 ， у 是 奇数 等 三 条 件 下 ， 求 (11) 
的 整数 解 ， 

Эй? 不 定 为 程 i ` 
yew w>0, u>0, v>0, (u, v)=1, . 1 (125 
的 二 切 正 整数 解 , :可 以 写成 公式 : 

u=a2,vy=b2,w=ab,a2>0,b>0, (а, Dal (183) 
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мез 


Ж#4=(х, у), д) dze, diz; 因此 


证 明 设 (u，v，w) 是 (12) 的 一 个 解 ， 令 
и=а?и‹, ү=Ь?у{, a>0, b>0, HP us УЖЕ 
大 于 1 的 整数 的 平方 所 整除 ， 则 a*1w?，b*|w*， 因 此 ajw 
biw, 又 因为 (u， v)=1, (а, Б) =1, 从 而 得 到 ab| W, 
e w= w ab, RAG2) 
azb2uiri= azbzwi 一 >>uivi= wi 
上 式 的 w, =1， 事 实 上 ， 若 wii 拓 1， 风 存在 素数 p 使 得 
pzlwi 一 >p?zjuivi， 这 与 ui，vi 的 定义 及 (ui， уң) =1 
的 假设 蔬 盾 ， 所 以 ui = vi= 1， 且 
u=a2, v=b2, w=ab, a>0, b>0, (a, b)=1, 
反之 ，(13) 式 中 的 (u，v，w) 显 然 是 (12) 的 解 。 
定理 2.3 ”不定 方程 (11) 的 适合 条 件 


.x>0, у>0, 2>0, (х, y)=1, 2|x р (И) 
的 一 切 正 整 数 解 ， 可 以 用 下 列 公 式 表 示 出 来 : гї 
x=2ab, y=a*~b’, 2=а? +? | (15) 


其 中 a>b>0，(a，b) =1, в, 一 奇 一 偶 。 

证 明 〈i 把 (天 ) 代 六 (1 得 - | 
Е хё+у? = (2а)? + (а: 02)? = (а? +2)? =? 
所 以 (15) 是 (11) 的 解 ， Hx>0, y>0, z>0, 2|x, у, 


ті 


o dja? +b, [аз b =a? +b:= -kd КИТЕР 
=>2à2= (k+h)d, 2b2= (k = h)d=>4|2(a*, $, А 
(а, Ь) = 1 一 >d = 182, XA у 是 奇数 一 > d= 
(х, у) =1, 所 以 (15) 是 满足 条 件 (14) 的 不 定 方 程 (11) 的 


Ж. 


GD 今 证 明 (11) 适 合 条 件 (14) 的 任 一 正 整数 解 ， 都 可 
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以 写成 (15) 的 形式 。 
Bi, y, D 是 (11) 的 适合 条 件 (14) 的 任 一 正 整数 解 ， 
Д) 21x， (х, у)=1, 因此 ,y， z 都 是 奇数 ， 而 


(5 у=. 2-У 
2 z+y z- 

ESEA е рй, (212, 2-7) 
=d>1, W 

z+y=2kd, z-y=2hd==>2z=2(k+h)d, 2y= 2(k 
- h)d=d]|z, 4|у==>4[х 
Ыбх, у) = 1 矛盾 ， 所 以 d4=1。 

于 是 由 引 理 2 知 ， кке» b FE, 使 得 下 式 成 立 ， 


a т =b:, + = ab, a>0, b>0, 


(a, b)=1==>x = дађ,у=а? ~ 2,2=а? +Ь*,(а,)=1, 
由 у>09 a>b, 又 由 y 是 奇数 ， 知 a， b 一 奇 一 偶 ， | 
| 把 (11) 改 写 为 ( 王 ) +(2)°-1, 由 定理 2.3 即 得 
Ж 单位 圆 上 的 一 янам, HAER 
2ab „2 2 一 b2 2ab 

(+ 2+b2? + күү, ) 及 (+2 a + а? гг), 
E a, b 不 全 为 0， 正 负 号 可 以 任意 选取 。 

.在 系 里 可 以 看 到 单位 贺 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 ， 但 是 否 可 
推广 到 ， 任 一 二 次 曲线 上 都 有 无 穷 多 个 有 理 点 呢 ? ЖАП 
如 ， 双 曲线 

Х?*-3Ү?=2 
上 并 无 有 理 点 ,事实 上 , Ф Хе, Y=, (х,у,д)=1, 
网 其 有 理 点 是 


86 


х®—3у%=22° Шх°*—22°%=3у°, (x, у, 2) =1 
的 整数 解 。 由 于 (3m+1)2:=3k+1，(3m+2)2=3h+1， 所 
以 上 方程 荐 有 和 解 ， 必 31xX，31z 一 >3|y， 这 与 (X，y，2z)=1 
TA. 一 般 地 | 
定理 2.4 在 不 是 直线 的 有 理 系 数 的 二 二 次 曲线 上 如 有 一 
有 理 点 ， 则 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 
证 明 可 设 该 曲线 经 过 原点 ， 即 原点 是 它 的 一 个 有 理 点 
《 否则， 可 以 把 坐标 轴 平 行 移动 到 x' =х—х,, y =y- Yo 
(x。，7yo) 是 该 曲线 上 的 一 个 有 理 点 ) , 此 一 次 曲线 可 以 写成 
` S,(z, y)+Si(x; у) =0 ` 
ЖФ 5, (x, у) х, уңу ККА. # S,(x, ESP 
0， 则 原 二 次 曲线 赔 化 为 两 条 直线 (椭圆 型 是 一 点 ， 双 曲 型 是 
二 相交 直线 ， 抛 物 型 是 一 条 直线 )， 若 S:(x，y) 恒 等 于 0， 
则 原 二 次 曲线 为 一 直线 . MAS, yA S(x, DATE 
等 于 0 . $ y=ìÀx, Д] 
х5,(1, \+5,(1, А) = 0 
5,01, А) _ AS d, À) 


5.0, A 77775,0, N’ 

其 中 入 为 任 一 有 理 数 ， 故 该 二 次 曲线 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 ， 

定理 2.5 ВА, В, C 是 不 全 为 零 的 有 理 数 ， 车 | 
В°-4АС 是 一 有 再 数 的 平方 ， 则 二 KAR С 

Ax:*+Bxy+Cy*+Dx+Ey+F=0 (a) 
上 有 无 穷 多 个 有 理 点 ， | 
ЕВ 设 B:-4AC=L:， 则 

«Ах? + Вку+ Су?= АС (x+ у ) _ 


K вак) вд), 


їз y: J 
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G) Ж 1,50, $ 


B+L B-L 


/ /= 二 一 一 
х^=х+ ЭА ?, У X+ ЭА? 


代入 (a) 式 得 
-Ax’y’+ Dx? Еу +E=0 


x= — Элтр” з е : (b) 
Шав, у ‘унэ, 故 在 (a) 上 的 有 
理 点 有 无 穷 多 个 。 | 
s (H) #L=0 抛物 线 型 ), $ 

: m =x+ у, у= -у, 
代入 (a) 得 


Ах’? + 0х + Еу +F=0， 


其 中 D' ер, E's ВОСЗАВ авео, 则 . 
гуе > (Ах”*+ Dx’ + Б) ` (c) 
(c) 中 取 任 一 有 者 数 x “得 到 有 理 数 y, 对 应 于 GE 个 有 
MAC, y), 所 以 (a) 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 。 | 
CHE = 0， 则 (a) 已 非 二 次 曲线 。 _ 

由 定理 2.4，2.5 可 以 推出 : Ж | боза 

fx, Xz, "5 Xa)=0 нча, 
是 一 个 xl，xx:，…，xa 的 整 系数 的 二 次 齐 次 式 5 不 能 分 解 
为 一 次 式 之 积 ) ， 则 具备 什么 条 件 时 ， 《4 上 的 整 点 个 数 是 
无 穷 的 ? 
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在 定理 2.4 中 ， 令 x= 5, y= 了 7 ， 训 是 一 个 三 个 未 知 
数 的 二 次 齐 次 式 ， 它 的 一 切 有 型 点 流 是 该 齐 次 式 的 非 原点 的 
整 点 。 所 以 当 5 之 3 时 ，(4) 车 有 一 非 原点 的 整 点 ， 则 它 有 无 
FEMEA. EMO 上 有 一 非 原点 的 整 点 呢 ? 例如 ; 


X I+ x + + Xa = 0 


就 没有 非 原点 的 整 点 ( 它 只 有 原点 一 个 整 点 ) EORR 
轨迹 时 ， 当 n 之 5， 则 (d) 上 有 一 个 非 原 点 的 整 点 ， 也 就 是 它 
有 无 穷 多 个 整 点 ( 这 是 米 耶 …Meyer… 定理， BEREN ) 
但 当 ú= 4 时， 此 定理 不 成 立 .。 如， 在 ш 


хү+хү+хр-7х=0 (e) 


卡 没 有 非 原 点 的 整 点 。 : 若 有 非 原点 的 整 点 (х,,х, ss X.) 
时 ， ECES Xa, хз, X = L 因为 任何 Ж 3 x ру. КЛ 
被 8 除 的 余数 只 能 是 0， 1, 4 三 种 情况 之 一 出 现 ， 又 ~ 7x4 S 


ханин, Койшы” K. 
x+ xl Xs кх Е ` 1 ё (f) 


#8 няне: К КАЛ. 
单 的 ) ;要 (f) 被 8 除 的 余数 为 0， 只 能 当 x1; х,, ху х0) 
全 为 偶数 时 才 可 以 ， 216 х, x, хз, xO, жне, 
Xz, х,, х,)= 1 ЕЛЕ, бе) ESR, | 
了 
ОНЕ у НД АВО Вур, На) «Аср 295 
н, RZN, 6 (E Ж”, 而 间 书 中 又 记载 荣 方 与 陈 字 的 问 
答 中 谈 到 从 勾 股 求 纺 的 一 般 方法 是 ，“ 勾 股 各 自 乘 ， 并 以 开 方 除 之 ;= 
RUA «АИЯ 成 书 于 公元 前 一 世纪 ， 如 按 周 公 的 年 伐 者 是 Д 
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元 前 十 一 世纪 ， 故 这 些 结论 比 华 氏 学 派 《 公元 前 六 世纪 ) 早 500 年 ， 毕 
氏 定理 的 成 文 记载 是 在 网 氏 《几何 原本 》 第 一 卷 第 47、48 命 题 给 出 Ж 
定理 及 其 赣 定 理 的 证 明 , | 
中 国 的 刘 微 的 九 章 注 (263 年 ) 中 给 出 了 3，4，5 之 外 的 勾 股 数 5 ， 
12，13 7, 24, 25; 8, 15, 17; 20, 21, 29, . 
十 希腊 毕 氏 学 派 已 发 现 ， 当 m 是 奇数 时 ， m, 2 ms D， 
y m+ у AR KE, 
”更 早 的 古巴 比 仑 人 在 公元 前 二 千年 已 学 所 


= X42mns у= m2- n2, z=mê+n? 


Жш, п ЖЕ ШШ, шуп, Кх + y? = 2z2? 的 m+ 般 解 


第 四 节 тьж Шш 

”法 国 数学 家 费 马 ( Fermat, 1601—1665 хажи 1687 

жын, CHRISIN, FEAR 
кену" се ав 
Б. 历史 上 称 为 费 马 大 定理 ， 或 费 马 猜测 ， 或 
费 马 问题 ， ИИИ 
:， 费 马 死 后 ， 在 整理 他 的 书信 、 文 件 时 发 现在 巴 (С. 
G。Bachet de Meziriac,1581 一 1638) 校 订 的 KES > 
第 二 卷 第 8 命题 “把 一 个 平方 数 分 为 两 个 平方 数 之 和 ” 旁 ， 
有 费 马 写 的 一 段 批 语 ， “把 一 个 立方 数 分 为 两 个 立方 数 之 
M, ие етир ТАИ 或 一 般 地 ， 把 一 个 高 于 
二 次 的 等 分 为 两 个 同 次 的 知之 和 ， 这 是 不 可 能 的 。 关于 这 一 
点 我 已 发 现 了 一 -种 巧妙 的 证 法 ， 可 惜 这 里 空白 的 地 方太 小 ， 
JRT” 。 但 是 ， 至 今 为 止 ， 数 学 界 仍 未 得 到 这 一 猜测 的 完 
整 证 明 。 实际 上 ， 只 需要 证 明 n = p 为 任 一 素数 时 ， 命 题 正 
确 就 可 以 了 。 历 史上 对 这 个 问题 的 主要 工作 情况 概述 于 下 ， 
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1770 年 欧 拉 证 明了 上 = 3，4 时 ， 大 定理 成 立 . 7 

.16782E3E fi 2⁄2 G.W 。Leibniz，,. 1646—1716> 也 
证 明了 n= 4 时 大 定理 成 立 。 : 

1823 年 惑 让 德 ，1825 年 狄 利克 雷 ( 了 。，G。Lejeuner .: 
Dirichlet, 1805—1859) 分 别 证 明了 n= 58, ЖЖ ЛЛ, 

183646413 ( С • Lame’, 1795—1870; ЯТ. п= 7 
时 ， 大 定理 成 立 。 7 

1844 年 康 米尔 (ЕЕ, ‚ Kummen ЗЕТ ЯНЕ. 
并 用 КИЕН 7 2<р< 100289 p = 37, 59, бейил 
ЮК F, Kuska, ` - 

194454Е0 ЛК ЖЛ, BT: ARAH -S ‹ Vandiver) 
证 明了 2<p<4002 时 ， 大 定理 成 立 。 бо, 

19764; , 瓦 格 斯 塔 夫 CS，Wagstaif ) Bp 
计算 机 证 明了 2<p<125000 时 ， 大 定理 成 立 。 

近来 ， 国 外 某 些 数学 家 ， 把 这 个 问题 转化 为 用 拓扑 学 知 
识 来 解决 的 问题 。 降低 了 访问 题 的 难度 ， AM T КЕ 
题 的 可 能 性 , | 
"O жт, АРЗИ, Е ЗТ НЕН 
八 个 月 的 艰苦 努力 ， 对 这 一 从 六 向 TEFA: 最 大 的 Ж 
Hi 他 证 实 了 

эа i ув =z° і 
фп >а, л НЫЕ. а дв 
国际 数学 界 的 震动 * 被 认为 是 “本 世纪 解决 的 最 重要 问题 ”. ， 

下 面 ， 我 们 对 这 一 问题 的 初等 成 果 作 一 些 简介 。 

4а 时 ，(16) 式 可 以 写成 下 列 形式 ， 


GDI 


91 


所 以 若 能 证 明 ，n= 4 时 ，(16) 式 没有 正 整数 解 ， 则 对 
于 能 被 4 整除 的 任何 正 整数 na 来 说 ，(16) 都 没有 正 整 数 解 .。 
因为 ， 若 n=4k 时 (16) 有 正 整 数 解 (a,b,c) 则 《ar)* + (b*)* 
= (ск)*, Врба‘, br, ckyjk х* +7 кш ЕВ, 
这 与 n= 4 时 ， 无 正 整 数 解 的 很 设 矛盾 。 i 

下 面 我 们 先 证 осуз 

定理 2.6 xx4+y4= 2Z2 17 
зява. | : 

全 事 面 无 特别 声明 “ 解 ” 都 指正 整数 解 。 “ ，  : 

证 明 用 反 证 法 , 若 (17) 有 解 , 则 一 定 有 一 птен 
信 最 小 ， 即 存在 一 个 最 小 的 正 整 数 u， 使 得 . 

xt+yt=u2, х]>0, y220; u>0 с) 
ЖЕ СЕ, у) =4， 否 则 ， 就 有 (x,y) 沁 1 上 


n Ca Y + =) = = (= 9) ом 


a с Жуа МИРЕ. Е 
жалу, 
上 其 次 由 前 一 节 的 讨论 知 遵 ;x1， уйй — >, m 
此 不 妨 设 到 xi 2+у°, WEM КОЕ 
x1=2ab, y?=a?-b?, u=a? +b? эу: ар 
Җир арь>0, (а, Ь) =1,а, b 一 奇 一 偶 ， 所 以 2|xs2+4y， 
ЖЭН2їав, 21, ЮЗ И». 就 有 b = =2br tl, а&=Дац,. 


Пуё 4Cat -bi br)~1。 另 一 方面 ,又 有 y= gy x 1 


6 HE 


一 >y: = 4(y1+y1)+1。 比 较 两 个 结果 得 
40а - 61-61) -1=4(у:+уџ)+1 
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к=ъ4(а -bi -bi -yi —yi)=2 
这 是 不 可 能 的 。 于 是 可 设 b= 2с, & 


| (+) ае, (а, с)=1, 
由 定理 2.3 前 面 的 引 理 2， 得 
a=d?, c=f2, d>0, {>0, (d, {у=1 
再 由 (19) 即 得 эп 
у®=д*—4[#==>(2[%)9+у?%=(4°)° ын, pia 
HOCE, 42) y => (21°, у) [021°, d?) H 
(2(2, 4®9)](2{9, у) = (2f, у) = (2f2, d?) 
=(b, a)=1, 
再 由 定理 2.3， 得 Г | 
2{®=21ш, d?=1?+m?, 120, m>0, (1, ш)=1, 
再 由 前 节 的 引 理 2 ， 得 | 
l=r:, m=s?, r>0, s>0 
А d2= 12 + m2, 得 
г*+5*=@?, r>0, s>0, d>0, 
而 dxd? = а<а? tbt =u, 这 与 4. MENER, 这 
ЖЕНТ ЭРЕП ИЕ, ` 
“ТТЛ Т ЕК С Г 
W ËR: 
(1) 车 一 命题 P(n) 对 若干 正 整数 n 为 真 ， 则 在 此 诸 a 中 ， 
必 有 一 最 小 者 n。 | | 
(2) 车 P(n) 为 真 , 则 有 一 正 整 数 a<n, РО) FK. 
车 此 二 步 已 证 ， 则 命题 P(a) 决 不 真实 。 
系 x+yi=24 没 有 正 束 数 解 
用 本 节 开 始 的 讨论 方法 ， 知 道 如 果 能 够 再 说 明 对 于 任 一 
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奇 素数 p，(16) 都 没有 正 整 次 解 ， 那 末 p 的 任 一 倍数 kp = п, 
(16) 也 没有 正 整 数 解 ， 这 样 费 马 大 定理 就 被 证 明了 。 

除了 一 次 、 二 次 不 定 方程 之 外 ， 不 定 方程 还 有 丰富 的 内 
Ж, іл, ӘК С Dickson ) 所 著 的 数学 史 第 二 册 中 ， 以 
六 百 余 页 的 篇 幅 来 讨论 不 定 方程 。 早 在 公元 三 世纪 初 ， 导 基 
图 ( Diophantos ) 就 已 研究 了 现在 被 称 为 于 番 图 方程 的 不 
EDE, WM, x?+y?=z?, xt+yt=z, х9+у#єе{зў$%у 
х%+ y3 =3zš, x3 + yš karat 等 等 ， 比 起 更 一 -веназ 
хха, BREMER. 


J a 


1. 求 下 列 不 定 方程 的 一 切 整数 解 ， 

` Ci) lŠx+25y=100 

Cii) 253x-449y=1 

Gii) 53x+47y=1) “ 

Gv) о, В, Y, 8}х-{В, Y, 5}у=1у u 

(v) 6X—5y+3z=1- | 

Суз) 5х,#{х,—-1ха—3ку=б5. 

2. 把 100 分 成 两 个 数 之 和 ， 人 
二 24， бос ы, 
SETIT AzS A. бол А и ку 02) 

的 正 整数 解 。 Ке 
„ 4. , 取 一 分 、 二 分 、 . 亚 分 的 硬币 闪 十 让， 付 给 一 角 从 分 钱 ， 问 有 
ЛН ib КЕ 

5. 有 布 7 Ж 5 М, ИДИ АЯП ЛЬ KE, KA- Hk 服用 
布 7 尺 2 寸 ， ЛНВ З А, 冯 各 裁剪 多 少 件 农 服 ,恰好 把 
布 用 尽 ? ' 
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6. 若 和 为 任意 正 实数 ， 且 N = №№, Ni20 Na 之 0， 则 

СМ), 

о (а, 

7. 证 明 ， 二 元 一 次 不 定 方程 | 
ax+by=N, (а, b) =1, a>b>0 . (1) 


的 非 负 整数 解 的 数目 为 C -或 [+ 1 
8. 证 明 ， 二 元 一 次 不 定 方程 | 
r. ax+by=N, (a, b) =1, a>b>1 Í (2) 
当 N>ab- a~ b 时 ， 有 非 负 整数 解 ， 当 N=ab- a- bił, WFR. 
B 写成 分 母 两 两 也 素 的 三 个 片约 分 数 之 和 。 


‚нент, х= ие, MBSA, KA 

AMELII смди» > 
此 是 并 非 不 定 方程 的 问题 ， 它 是 有 叭 -。 解 的 线性 方程 组 ， 其 解 是 

大 僧 35 人 ,小 伪 75 人 ,车 把 题目 改 为 ， 把 一 百 个 馒头 分 给 大 小 和 尚 ， 大 
和 尚 每 人 分 三 个 ， 小 和 尚 三 人 分 一 个 ， 问 大 小 和 尚 各 二 人 ? 那 就 是 不 
abies 

， 某 地 花 纱布 公司 的 进货 账 上 ， 有 一 ЕТ Ж КҮ 
теве. 如 果 已 知 布匹 的 数量 小 于 100 匹 ， 试 求 出 被 最 水 酒 站 的 
数字 ( 表 中 打 “x” 号 的 是 数字 )， 


(N+ (N 


ИШЕ PP ID 


数 E 


| 
| 


品 名 单位 


12。 勾 股 数 32+ 42= 53 可 推广 于 下 ， сз А" 
(2n2s+n)2+[2n2+ (па+1)]2+ + (9n2 + 2n)% 
={2п®%+ (2a+1) 2 +... + (2n2 + 3n)à ` (a) 


n 为 任意 自然 数 。 
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15。 解 不 定 方 程 
х2+у2= 24, (1) 

并 证 明 其 解 满足 
x>0, y>0, z>0, (х, y)=1, 2|х 
可 由 下 列 式 子 表示 之 ， 
x=4ab(a2-b2), y=  at+b4- 6а252|, 2=а2 +2, 
a>0，b>0，(a，b) =1，a+b 被 2 除 的 余数 是 1。 

14. 证 明 

hty2=22, 2|x, x>0, у>0, z>0, (x, 7)=1 (1) 
的 解答 是 5 
x=2ab, y=]ļ]4at- btl, z=4at+b4, (a,b)=1, a>0y b>0 


时 


24Ъ, 
15. RH 5110, соѕ0 都 是 有 理 数 的 0 值 。 
16. 证 明 
VE 2, 
yt a- "201 а>0. 
是 不 定 方程 
XS+ (X+1)2= 了 2 . (а) 
的 解 。. . . 
17。 定 出 一 切 边 长 和 面积 都 是 有 理 数 的 三 角形 。 
гт, EM, жун А 
一 474= 23 - - (a) 
жшк. ' 
19; гэ, ERLER UDM ODARA 
20, 仿照 定理 2.6 的 证 法 ,证 明 . К 
хін 4у4= 23 e C1) 
无 正 整数 解 。 
21, 证 明 


xzt— yt = 22 

无 正 整数 解 。 
22, BAWA x2+y 了 2=T2( 为 奇数 )， 交 工 轴 于 A(r，0)， 

B(-r，0)， 交 y 轴 于 C(0，-r)，D(0，r)。P(u，v) 是 圆周 上 的 

ж» чер", у= (р, q 都 是 素数 ，m， n 都 是 白 然 数 》 且 u>v 

H p ЖЕ x {ЯП y 轴 上 的 射影 分 别 是 M，N。 求 证， [АМ], |BM], 

1CN1，LDN| 分 别 为 1，9% 8，2。( 1982 年 联赛 试题 ) 。 


(1) 
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第 三 章 同 R 


在 日 常生 活 中 ， 我 们 接触 到 的 不 单 是 某 些 整数 ， 而 且 有 
时 是 用 某 一 固定 的 数 去 除 某 一 数 所 得 的 余数 。 例 如 ， 若 问 现 
在 是 几 点 钟 ? 就 是 用 24 去 除 某 一 总 的 时 数 ， 若 问 今天 是 星期 
Л? 就 是 用 7 去 除 某 一 总 的 天 数 所 得 的 余数 ， 这样 就 在 数学 
中 产生 了 同 余 的 概念 . 

本 章 主要 介绍 同 余 的 概念 及 其 基本 性 质 ， 完 全 剩余 系 
和 互 素 剩余 系 ， 三 角 和 的 概念 等 ， 并 联系 中 小 学 实际 ， 把 同 
余 的 知识 应 用 于 对 循环 小 数理 论 的 探讨 ， 以 及 任意 数 倍数 的 
浊 别 法 等 内 容 


第 一 节 ” 同 余 的 概念 及 其 性 质 


例如 ， 已 知 1982 年 5 月 1 日 是 星期 六 ， 问 1982 年 10 月 1 
日 是 星期 几 ? 

因为 5 月 2 日 是 星期 日 从 5 月 3 日 至 5 月 31 日 还 有 
29 天 ，6，7 ，8，9 四 个 月 共有 122 天 ， 加 上 10 月 1 日 一 
天 ， 故 从 5 月 3 日 至 10 月 1 日 共有 29+122+ 1 =152( 天 )， 
过 七 天 出 现 一 个 星期 天 ， 而 152=7x21+5， 所 以 1982 年 10 
月 1 日 是 星期 五 。 这 个 例子 就 可 以 引出 同 余 的 概念 ， 这 个 概 
念 的 产生 ， 大 大 丰富 了 数学 的 内 容 ， 

定义 3.1 整数 a，b 和 正 整数 mm， 若 mjl(a-b)， 则 称 
a 和 b 关于 模 m Е (а is congruent to b relative to 
modulus т), 。 记 作 


a=b(modm), 
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车 m+ (а-Ь), ШЖ ай b 关于 模 m 不 同 余 (a is not 
congruent {о b relative to modulus тш), 10{Е 
аз: (К шойт), 
也 就 是 a 和 被 m 除 的 余数 相同 时 ， 称 a # b 关于 模 
m 同 余 ， 余数 不 相同 时 ，a 和 b 关于 模 m ЖЖ. 
例如 ，1982 年 10 月 1 日 与 5 月 29 日 同 是 星期 五 ,也 就 是 
从 某 日 开始 计算 的 总 天 数 ， 除 以 7 时 ， 它们 的 余数 是 相同 
的 ， 如 从 5 月 3 日 开始 的 话 ， 就 是 
152=5(mod7), 26=5(mod7) = 152= 26(mod7), 
同 余 有 如 下 诸 性 质 ， | 
> 同 余 关系 是 一 种 等 价 关 系 ， 即 满足 
G) 反 身 性 : а=а(шой m); 
Cii) 对称 性 ; 车 a=b(mod т), mj b=a(mod m); 
Gii) 传递 性 ， a=b, b=c(mod m), MH 
а=с(той m), 


п 
2° ai=bi(mod т)(1=1,2,+,п)==> Уа 
i=1 


lI 
М =] 


0; (mod т), 
і= 1 


m 
" 


证 明 i(mod ш) >а сь, =kim(i=1,*-,n), 


Й 
з с 


кни 70а bi) = Ук. .m=> Уа, с УЬ = 


i=] i=l i=] 


=Km, PK = Уты. HEX 1, 8 


is] 


Dai= bi(modm), 


із] i] 
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这 个 性 质 包 含 了 . 

(i) a,=b,, а, =,(той т) =>а; жа, =, tb, 
(той m); 

(11) стой m) эа Спой m), 


3° аг; (то т) (1= 1,0,1) ==> П а= Нь, 
| i=1 ` {ж її! 

(mod m), 特别 是 a= =b(mod m) => a" = =-b"(mod m); 

证 明 а, =Ь,( той m)==>ai-bi=kim 

—>ai=bi+ kim(i= 1, эзоп) 

anna a= Б: t Km. 

n—1 | | 

其 中 KK = ь,ъ г. һе "bakr + У! Ь.Б; bi. r "° 


r=] j>i=1 
o, n 
bj ibi eb, kikim+ e + УЬ Куд 
i=] 


kim" + Е, Кот", В, 


ща = =а, = а, bı ==, = 时 ， 有 
a"=b"( тойт), 


4° ai=bi(mod т) (1= 0,1, ,п),х=у(тойт) 
> +++ axt bo + biy+ t bay” 
(mod m). 
这 个 结论 还 可 以 推广 到 多 元 多 项 式 . 
5° a=b(mod m), k>0=>ak=bk(mod mk), 
证 明 а= + mt —=>ak = bk + mkt=>ak=bk 
(шой mk), | 
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6° a=b(mod т), d|(a,b,m) =>- ar P (mod $) 
7° a=b(mod m), d|(a, DED] 

== =} (mod m), | 
8° a=b(mod т), d>0, d|m—=—a= =b(mo44). 
9° a=b(mod m)== (a, т) = (b, m), 


мро, Яа m Жа, b 中 的 一 个 时 ， даш» в 
中 的 另 一 个 数 。 


BJ 


10° (а, 'm)= T, ax=ay(mod т) ==> x= yy(mo m), 
此 性 质 实际 是 性 质 7" 的 另 一 种 形式 。 
11° а=(той mi)(i=1, +, k) 

== a==b(mod(mir;-- ,m,3), Е буо, 
以 上 诸 人 性 质 ， 留 给 读者 自行 证 明 。 
例 3.1 Ma agy ees aa FEIN n + ишине, 


а= а.10%+а, 107 l1+ +а,10+ a (0а і= 0, 
1,6 za, 30), 
910 = -1(mod 11), ИНВЕ 48 Оо 


аке( —1)°а„+ C= 1)" tani teet (e 1)а tag - 


: (той 11) => а= (a, +a, + (ara t= .) 


(mod 11) ; apak 
于 是 得 到 一 种 判别 一 个 正 整数 8 РЕР * 的 Ў Ж] 


法 ， 奇 位 ( 个 位 、 百 位 、 万 位 等 等 ) 数字 之 和 ， 了 减法 酒 位 
《十 位 、 千 位 十 万 位 等 等 .) 数字 之 和 的 差 ， 若 是 .11 e 
数 ， 则 a 亦 是 11 的 倍数 ，“ 差 ”车 不 是 11 的 倍数 ， 则 a: 亦 不 
是 11 的 倍数 . 


同 理 ， 因 为 10 寺 1(mod9)，10 二 1(mod3)， 所 以 
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9|а<=%9|а,+ар + +a, 
3|а<>3|а, tartetan 
一 般 地 ， 检 查 一 个 数 d 是 否 另 一 个 数 a 的 因数 的 方法 ， 
是 构造 一 个 函数 f(a)， 使 它 满足 下 列 三 条 原则 : 
(ч) a 和 fa) 同 时 能 被 d 整除 ， 或 者 同时 不 能 被 4 Ж 
除 ， 即 
d1f(a)<>dla。 
Gi ”除了 a 充分 小 之 外 ， 总 有 |f(a)|< 二 1al с 
Gi 对 于 已 知 a арена, а, 
013.2 设 т 
а= а,1000° + а„_,1000°7! + .+ a, 1000+ 205. 
п<8:<1000, а„50, .n 是 非 负 整数 ， 
1000 二 -1(mod7)[ 或 (mod11) 或 (mod13)]， 
_ $.М А) = (aota +.) Car tagte), Hj: 
71a<>71f{(a)[ 或 11ja 寺 >11|f(a),， 或 
> 13] а<=>13|#(а)2, 
“一 、 巴 斯 加 (CPascal ) 法 
在 十 进位 计数 法 中 。: 在 一 自然 数 a яи. 
а= а„10°+а„_,10°7!++++а,10+а, 
' (0<<a;9, a,=0) (1) 
къ кизи a， 都 是 ( 1 ) 形 式 的 整数 ， И 
:要 判别 定然 数 а ЉТ а, И К 
Ё3#3-1- 3210 =c (mod d), с, 是 绝对 信和 最 小 前 剩余 ， 
k=0，1,…，n， 则 dla 的 充 要 条 件 是 ，d 整 除 ” ”… 
f(a) = a,Ca t an iCat e+ aC tao. ` 
证 明 由 性 质 3” 知道 


а„10°==а„с„, &n_1 10°71 E an1 Canl еа 10=а,с, 
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a =a, (той й), 
ШЕЖ?°, 5 
а=: (а) (mod d) 
“ dla—>dlf(a), d+a=>d4 Ка) 
Вр а|а<=>4 |а), 
例 3.3 (1) d=2, с, =0,(к= 1,2, ,-.), 所 以 
a 三 ao(mod2)。 这 是 大 家 所 熟悉 的 ， 若 a 的 个 位 数字 是 偶 
数 ， 则 21a 否则 2 十 a。 | 
Gi) d=4, ci= 寺 2，c=cs=…=co=0 所 以 
азға, + 2а;(той4), В 005 
41a<>4|a, +2a1, 
й) d=6, с=с, == с, —2, 所 以 
6|а<=>6|а, – 2(а;+а, +. +а,), 
(iv) d=7, c =3, с,=2, c = =l, C= -3 > 
ciH m2, Ce= l, c,=3, с,=2, +, ВЦ 
а= (а, + За; + 2а,) ~ (аз + За, + 2а,) + 
(а, + 3а; + 2a,y- (mod?) 
їп, 637693=(3+5х9+2х6) – (7+3х3+2х6) = 14 
=0(mod7), боз 
Л 71637693, : 
(v) d=8, Ci =2, с,= +4, va= cs=…s3ica=0 所 


ажа,+2а,+4а,( той8), 

Зд; а= 637174=4 +Š x 7 — 4 = 14=6(mod8) 

е. 84637174. 

(vi) = 11, а= (- 0) Е = 1, 2, +з, п); 所 以 
аж (а, taz, +аџ +.) – (арта + + )(шой11) p: 


Ma 


$n, 1584=(4+5)~(8+1)=0( modll) 
11/1584, 2 
(vii) d=5, со=0(К=1, 2, = п), PD 
азза, С mod5 ) 
(viii) d=25, с,= 10, с. = = C, = 0, 所 以 
25| а<=>25|а, х10+а,, 
«ш, НЕ ИД СА K ‚ Жбиковский) 法 
当 (10，d) = 41 时， 不定 方程 L ` 
10х + dy=a 62) | 
对 于 任意 整数 MARREC V), -RRE — 
Х=хо- 01, y=yo+10t (t=0, +1, кз ) 。 
РТИ хех, (шой) х 值 ， 都 是 
10х =а ( modd) 
ВУЛЕ. В LOX o =а(шой d)， 可 选取 лы 
AMRO салі Мок, < 2. FE 
有 
(i) #x,=0, W dla, е1 >а 
GD #x,#0, Md +a, ШМ rx ==>d ра o 
我 们 取 Ка) =xo， 先 解 10k+dy= 1, PRERE 
lok= 1 (пой d) 的 整数 k， 那 末 
Я 10ка: =а- Спой 4 ), бай 
而 m 
Ка = Ка, + 10Ка + 10К+10а, + + 10k+1J0""la, 
= (Кал+а,)+ 10а, ++ 10°71а„( mod d ) T: 
所 以 ， 我 们 取 | 
а) = (Ка, +а,) + 10а,-+ ++ 10°7!а„, 
则 [а> |а). 
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这 样 的 f(a) 比 a 少 了 一 位 ， 此 法 亦 称 划 尾 法 。 上 述 的 
分 析 已 经 证 明了 
定理 3.2 #(d, 10)=1, k 是 满足 10k 二 1(mod d) 的 


整数 ， 并 且 0 <|k|< S, Mi 


dla<>d|f(a) 

其 中 fa)= (Ка, +a,)+10a, + +10""la,, 

注意 ; 由 定理 3.2 所 定义 的 fa) ,一 般 а) жа (mod d) 

03-4 (1) d=3， 当 k= h, l0k=1(modj3)( 这 样 
k==1(mod 3) КЩ 10к =1(той 3) 的 一 个 解 ， 下 同 2, 
т Е 

fa) = (a. tal + 10а, +e + 10" а,, 

Ai 382187562431 #3 的 倍数 ， TAUBE: 
18756243 1—>18756240 + (3 + 1) = 18756244- 一 >1873628 _ 
=> 187570—> 1882—> 190 

7. 384 187562431, ИИ 

(ii) 4=7, 10к==1( тойт) 5 k = -XR k = 5 ) B 


Еа) = (a, – 2а,) + 10а, + 
(sk (а) = (а; + 5а) + 10а, + e)a 
1, а= 687693--88763—0370--49 
= 71637693. | | 7 
(111) d=11, 则 k= ~1, {(а) = (a, Сау) 1да +. 
如 ， anon 13673-»1364->132-»>11, 

+ 11413678511, 1: ла Е 
Gv) d=13， 则 k=4 Кау (а, аву 10 а + 
如 ，3918231->391827->39210->396->63 
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1313918231 
(у) 4=17, К = – 5, (а) = (a, – 5а) + 10а, + 
A, а= 63785343->6378519-=637806--63750—612-=51 
17163785343. 
=. Ж 
因为 用 与 10 互 素 的 末 位 数字 ( 即 1，3，7，9 ) 来 乘 
作为 个 位 数字 的 数列 0，1，2，…，9 的 各 项 ， 乘 积 的 个 
\ 位 数字 仍然 是 0，1，…，9 的 一 个 排列 。 如 ,7 x 0 = 0， 
Yx1=7, 7x2=14, 7x3=2], 7x 4 =38 7 x 
5=8$, 7x6=42, 7х7 =49, 7 x 8 =Ббу 7х9 
= 63。 积 的 个 位 数字 依次 是 : 0, 7, 4, 1, 8, Бу 
2，9，6，3. 又 因 (Cd，10)= 1 的 d 的 末 位 数字 盖 定 是 
1，3，7，9 之 一 ， 于 是 可 用 划 尾 法 的 精神 ， 把 要 判别 是 
否 是 4 的 倍数 的 整数 a 减 去 一 个 4 的 倍数 ， 使 这 个 倍数 的 末 位 
数字 与 a 的 末 位 数字 相同 ， 此 法 称 为 逆 除 法 。 例 如 ， 判别 546 
是 否 7 的 倍数 时 ， 可 用 


7|5 46, 


亦 即 546->546—56=490, 2,7|546, 
又 如 ， 问 42315 能 否 被 13 整 除 ? 
42315—-42315 ~ 65 = 42250—4225 — 65 = 4160-39 
13142315, 
最 后 ， 介 绍 一 种 验算 正 整 数 计算 结果 的 方法 一 弃 九 法 ， 
设 我 们 用 普通 乘法 ， 求 出 二 整数 a 和 b 之 积 P， 令 
а=10°а„+++10а,+а,( 0<а9); 
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Ь=10°5„++++105,+Ь,6 0 <b; <9); 

= ab 

P=10'c, +e +10c +6, С 0 <c,<9 ) 。 
由 于 10: 寺 1 ( mod9 )， kaa 


am Ла, b= уль, P= уа (тобо). 
і= р ]=o k=o 
所 以 ,车 | 


Уса, > s= ас modo > ` 《3) 
i=D j=0 ` 
成 立 ， 则 P= ab 的 可 能 性 和 大 ， 车 ( 3 ә, Ра, 
即 计 算 肯 定 是 错误 的 .必须 注意 ，( 3 ) 成立 并 非 计算 绝 对 
无 误 。 | 
定理 3 8. ab- P 的 计算 无 误 ， Жж и я ж ‹ 32 
必 成 立 。 
юз. 5 设 a=28997,b=39495, 若 ab= Р =1145236415, 


ЇЇ ЖҮКЕ ЯПА? © 
R: > а=8, Ьез, P= 5 C€ mod 9 ) 

而 8хЗ=б6=#=5 (шой 9), 

所 以 计算 是 错误 的 。 


必须 再 次 强调 ，( 3 ) 成 立 仅 是 P = ab 计算 无 误 的 必要 
条 件 , 非 充分 条 件 .如 , 例 3"5 的 正确 结果 是 :P = 1145236515, 
车 计算 结果 是 了 = 1145235615， 则 用 弃 九 法 计 算得 :Ps 6 
С той 9), 8 х 3 = 6 ( той 9), 这 时 不 能 就 说 axib 
=.1145235615 是 对 的 ， 只 能 说 计算 对 的 可 能 性 较 大 。 

“FI” 3980 а, b, Риу 21 ЕЛЭ? 的 意 
x, 如 2 + 8 + 9 +9 + 7 - 3 x 9 = 8 (ЖЕМ), 
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з+4+5+6+7+2 +3 - 3 х9 = 3 等 等 , 


第 二 节 剩余 类 与 完全 剩余 系 


上 节 引 入 了 同 余 ( congruence ) 的 Ж, НТА ж Bz 
法 余数 的 唯一 性 ， 因 此 任意 整数 8， 被 自然 数 m 除 所 得 的 余 
Ни EE: 0, 1, 2, ，…，m-1 中 的 一 个 ， 并 且 只 有 一 个 
它 的 余数 。 因 此 ， 把 余数 相等 的 一 切 整 数 放 在 一 起 ， 构成 ' 
A 类 ”， 这 样 
(i) 每 一 个 整数 都 属于 一 个 类 ， 且 仅 属于 一 个 类 ， 
-GD 两 个 整数 a 和 b 属 于 同一 ж жй DRR Er 
аг C тойт), 
定理 3.4 ”车 给 定 了 自然 数 m， 则 全 部 整数 可 以 分 咸 m 
个 集合 ， 这 样 的 集合 则 做 类 < class), На {0°}, 
(1), {2}, +з, {т-1}, ҖРЖ{г}(г=0у 
155595 т-1)ЖШ— HÆ д а=ат+гСа= 6% 1, 
+ 2 ，… ) 的 整数 a 所 组 成 。 则 ， 这 些 类 具有 下 列 性 质 ; 
1 每 一 个 整数 必 属 于 这 中 个 类 中 的 一 个 ， н AT- 
个 。 
итен a 和 属于 同一 хия ж! ‘a=b 
x iod. т), 
定理 前 面 的 分 析 ,， 实际 已 证 明了 上 而 定理 . 
定义 8.2 EMPR (0), {1}, 5, тот} 
时 做 模 m 的 剩余 类 《 residue class of modulus: m; ог, 
class of residues(modm) ) 。 一 个 剩余 类 中 的 任 一 数 ， 中 
做 这 个 类 的 代表 ( repreesentation ) 或 剩余 ( residue ) 。 
Ean ais ‘~, a,-iRE:m Ж, 并 且 其 中 二 数 都 不 同 在 一 
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TARRE, Ша», а, се, а,_:й9 20, ШО тару 
全 体 代 表 团 (a complete representative system of 
incongruent residues to modulus m), Ж # mH 
一 个 完全 剩余 系 (a complete system of incongruent 
residues to modulus m， 或 简写 为 a complete system 
(mod m))， 简 称 完全 剩余 系 . | 

由 定理 3， “4 立即 得 到 ， 

系 ”m 个 整数 形成 一 个 模 巴 的 完全 剩余 系 的 кнен 
是 .它们 之 间 两 两 对 模 m 互 不 同 余 * 


由 系 ， 我 们 知道 
0, 1, 23%, m~i; (a) 
0. т+1, `... rm+ r, t., : 
(т-1)т+(т-1); ` ` Ф) 
0, -mth +, (1) mer, +з, ` | c 
` OT) m+ (m-1) 7 еу 
5%, #ЖЛйт р ор Ж. Ы 
当 m 是 偶数 时 ， I соь 
- > --у+1› s -1, 0, 1, э 
"Ут 1; (4) 
-5t 1， 9 - 1, 0, l; , — l, 
5 (dy, 
当 m 是 奇数 时 ， 
- ==, , 1, 0, 1, m- 1 (е) 


亦 都 是 模 m 的 完全 剩余 系 。 

其 中 (a) 称 为 模 m 的 非 负 最 小 完全 剩余 系 ， Ca 中 的 和 — 
个 数 都 叫做 模 巴 的 非 负 最 小 剩余 ，(d)，(d) 和 (e) 明 做 模 m 
的 绝对 最 小 完全 剩余 系 ， 其 中 的 每 一 个 数 都 叫做 模 各 的 绝 对 
ВЗ. HERRIE 质 9° 知道 , # Сг, m)= 1, ШР 
《km+rf，m ) = 1， 即 类 (r) 中 任意 一 个 数 都 与 各 互 素 ， 
我 们 把 这 样 的 类 {r} 叫做 与 模 m 互 素 的 剩余 类 。”…… 

25038-3 ЖЕФ) С Euler’s function tm) ) 
是 对 于 任 一 自然 数 都 有 意义 的 函数 ， 对 给 定 的 自然 数 血 ， .党 
的 函数 值 ， 等 于 序列 0 1, o ш-н ушж Эк Ау 
TR. 

如 果 模 m нуж] ET Н ЭСК чт иж, 则 称 它 为 
与 模 m 互 素 的 剩余 类 。 

在 每 一 个 зважна 各 取 一 个 代表 ， 构 成 
称 互 素 剩余 系 ( complete set ог residue prime' ) + $È 
称 模 m 的 简化 剩余 系 ( reduced residue “system to 
modulus т), | 

显然 与 模 m 互 素 的 剩余 类 的 个 数 是 PC(m)， 所 以 模 m 的 
互 素 剩余 系 中 包含 有 P(m) 个 剩余 

аџу azs y асса) (£) 
其 中 (ao m)=1(Ci=1I，… Ф(ш)), ЭҢ? =] 
aiš#za;( тойт), 

定理 3.5 车 《a，m ) = 1，b 是 任意 整数 ， Маха 
b 中 , 当 变 数 x 通 过 模 m 的 完全 剩余 系 时 ,ax + b 亦 通过 模 m 的 
完全 剩余 系 。 
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证 明 ”假设 x 过 ( 即 通过 ) 完全 剩余 系 
ais azs аһ 
而 bi=aairb( i= 1, 2, “° m), 
Са, т) =1, " 
今 证 明 b:，b:，…，b。 亦 完全 剩余 系 。 事 实 上 ， 只 需 证 
它们 两 两 互 不 同 余 就 可 以 了 ，i 关 时 ， 若 
aait+b=aalrb( mod m)—>aai=aaj( mod m ) 
(a, m) 


==>a;=a;( mod т) 
10. 


这 与 a1:，……，aw 是 模 m 的 完全 剩余 系 的 假设 蔬 盾 
аа: + baaajt+b( тойт), 

RI 若 二 正 整数 mi，ms， 且 (mi ms ) = 1 Ti 
x1，X2 分 别 过 模 m!，m;, 的 完全 剩余 系 ， йт,х + mix, 过 
模 mims 的 完全 剩余 系 。 

证 明 xo х, т), ms 的 完全 剩余 系 时 ， 
тх, + mixXs 共 有 mim; 个 整数 ， 今 证 明 它们 互 不 Аж. B 
HU, 车 


m, xí + mix; =m,x ха + mix; € mod mim; ) . (а) 
其 中 x хаз хз, WETER T LEIT 
ж. 移 项 得 О 
пахат 3 х" 2 =m, а-к › | | 

C mod mim), | 


由 司祭 的 性 质 9 知道 ， na mal 


m (Cx! к, ) 而 ( mi, m,)= 1, Да, | (X, = xf) , 
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;, 2# 
mi |(x i —x, ) 
7 Р , ГА 7 
хүкех,(К mod ту), x;=x,( mod т, ) 


KEMTA ху уха, x. Reign (a) ойх, HER 
-R2 Жа, m)= 1, ХЗ пуна ЖА, Шахд 
过 模 m 的 互 索 剩余 系 。 
证 明 Вих они 
ais азу y аф(ш)у 
令 bi=aai(i= 1, 2, +з, pcm) ) 。 今 证 明 
(i) (bis, m) = 1. Cisl; "s Pm ). жи 
Ф т) = (аа, m), (а, т) = 1, И. 
(b, т) = (а, т) = 1. аня 
Gi): 2цізе ја, Ьа (mod т), 否则 ， m ps 
车 aai=aai ( mod m),. Wa, ш) = 1， 得 
ажа ( mod m). 
Уа, ai 不 属于 同一 类 的 假设 矛盾 。 ИЕ 
R8 车 m1， 上 :是 两 个 互 素 的 正 整数 ，x xi 与 xs 分 别 过 
йш, ш, Ж ЖЖ, Wmr, +m x mms 的 下 
素 剩 余 系 . 
证 明 ”因为 模 m 的 一 个 互 素 剩余 系 ， 是 从 一 个 模 m 的 Z 76 
全 剩余 系 中 取出 一 切 与 m 互 素 的 剩余 组 成 的 。 因 此 只 需 证 
H: FX, xs 分 别 过 模 m,， m; 的 互 素 剩余 K WÜ m,x, + 
mx 过 模 m,m, 完 全 剩余 系 中 的 一 切 与 模 mm; ERRA 余 
由 系 1 知道 它们 是 两 两 互 不 同 余 的 ， 故 只 需 证 明 ， 
(1) M(x, mi)= 1, (x,m,)= 1 B(m,, m,) 
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= Jj, MWA, (ш,х,+шух,, шут) = 1 
(11) у(ш,х,+штшух,, ш,ш,)= 1, [ (шу, m.) = 
1 ， 都 有 ，(xi，mi)= 工 且 (x:，ms)= 1, | 
ЖБ, (ж 
(xi, ту) = 1, (хот) =1, Нб, тз) = 1 
=> (m,x,, т.) = 1, Ң(ш,х,, m,)= 1 
== (m,x,+m,x,, №) = 1, 
Н(т,х,+т,х,, т) = 1 
=> (m,x,+m,x,, m;m,)= 1, | 
(11) V(m,x,+miX,, шут.) = 1 Ң(тш,, m.) = 1 
> (mix t шух. mai)= 1, 
B(m,x, + mix; m.) = 1 
> (mx mi) = 1, Н(т,х,, m:)= 1 AR, 
(msm2)=1 ` 
КЕЧИН ТИКИ 
H £ 3 立即 得 到 | 
а пут) =1, W @(mim,) =@(m;)@(m,) , 
证 明 由 系 3 知道 ， 车 x;，x, 分 别 过 模 m:，m, 的 互 素 
剩余 系 ， 则 m2x1+ mix: 共 有 9(mi)9(ms) 个 剩余 ， 它们 刚 
Иш, ш, J HK3N SRI KAHE? m) + 
Ф(т,т,‚)=Ф(т,)Ф(ш»,), 


定理 3.6 шері рр тәр, 则 ОТ 


Ф(ш)=ш(1 - 1061 21051-10), 
ps oo Pk F 
证 明 由 定理 3。 5 的 系 知 


Ф(т) = Ф(р 1 PO pa) (рр), 
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今 证 明 中 (pa ) = pa ~ ра-1, 事实 上 ， 由 Pia) 的 定义 
知 ， 外 (pa ) 等 于 从 px 减 去 1 ， 2 ，…， pa АЖ Жр 
倍数 的 个 数 ， 由 第 一 章 中 函数 [x 的 性 质 (vii) 知 ， і». 2 , 


o ра 中 被 整除 的 数 的 个 数 是 Р] = pa-1, 所 以 


Ф(ра)у=р@ -pa-1= pa (1 - 1), 


2. Ф(т) = р? (1 -1) E - 2). 
RR) 
m (1 -1.)(1 - 1) ad). 


Pr / 
RI Ф(1)+Ф(р)++-+Ф(ра)у=р, 7 
其 中 p 是 素数 。 ие и 
证 明 因为 ?Cp ) = pk -pk-b (E= 1, 2, зз 
а), WA Е | Сы 
Ф(1)+Ф(р) +. етт +р-1)+ (р? р) 


= “+ (ра трат" >; 
ра Ос 
жг Dp(d)= m, AIDARA ная 
dlm ~ dim 


数 上 的 和 式 。 | 

证 明 设 m =p? уй! pase. рён, Ml 
Уа (rp + е +рӯ!)(1 +р. ++ ра?) 
dim 


С(1+р,++++ рр), 
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л Уф) = (1+Ф0,)+ торо) (ея 
d|m 


+9 (p22) ) 
(1 tp + -+ Ф(р* р. 


= рр ра p = m, 


FIP KREM, BEMER 
其 对 循环 小 数 的 应 用 7 


= ARN ERNA Не ИГР ЯНЕ ИЖ 
理 ， 并 说 明 它 在 研究 循环 小 数 时 的 应 用 . Б 

定理 3.7 欧 拉 定理 ( Euler’s theorem )， Rmx 
于 1 的 整数 ， (а, м) = 1, № 
аа д®(ш) 1 (тойм), | ` 

证 明 йг riy tes ts гос E R NZ ;' Е 
th, m)= 1 时 ， 由 定理 3。 TEA аг,, аг, э, 
aretm) 也 是 模 叫 的 互 素 剩余 系 ,所 以 
баг) (arz) (агат) rT"rp(m)( modm), 
即 | абш) гуга rpm гга Грот) C тойт), 
但 (ri, т) = (г, m)= = (roms ш) = 1. 
‘rm m)= 1, 
由 第 一 节 的 性 质 10"， 得 

аФ(ш) = 1 ( тойт ). 

-当世 = 6 为 素数 时 ，P(p) = p - 1 ， 故 得 

系 1 费 马 定理 (Fermat's theorem), 设 p 为 素 
数 ，(p，a)= 1, W 
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аР-1=] ( mod p ), 


*2 设 p 为 素数 ， 对 于 任意 整数 a， 都 有 

а?=а ( тоёр), 

如 果 把 含有 变数 x 的 同 余 式 ( congruence ) 看 作 是 定义 
在 模 各 的 剩余 类 集合 上 的 “方程 ”， 通 常 称 这 种 方程 为 同 余 
FFC congruent equation). Wi, xw = 1 (шойт ) 
A p(m)4 fg; x= 1 (modp) A P (p) =р- 11° f, 
x"=x(modg) 有 p 个 解 。 事 实 上 ， 这 些 方程 的 系数 和 解 ， 都 
是 模 m( 或 p) 的 剩余 类 、… 


ойга сплава, ирани: 天 
是 星期 几 ? ; Foo 
“зщ ЕНТИТЕТИТЕ 
天 就 是 星期 z( 当 = = 0 时 是 星期 日 )。 因 为 (10,,.7 )= 1, H 
费 马 定理 知 ，10kxe= 1 (mod 7 )， 所 以 可 先 求 1018 e 

(mod6 ) а, Ш(-2)!%= а(той 6), 而 (- 2)!°=4% 
= 4 (mod 6 ), Mo =6k+ 4. ñ 


` 1006 4 g 10а рш'+1ез*+1=5 
(mod7 ), : са 
答 ， 该 天 是 星期 五 。 ú 
калана алети ини, uama 
在 分 数 与 小 数 互 化 中 的 作用 。 | 
任何 一 个 有 理 数 ， 者 可 以 写成 分 数 人 (b> 0 ) 的 形式 ， 
并 由 带 余 除 法 知 ，a = bq +r，0 <r<b， 
即 
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жэй: 


Asas, 041. 


b b 
所 以 我 们 只 要 讨论 0 与 1 之 间 的 分 数 与 小 数 互 化 的 Ë 
题 ， 就 可 以 了 . 
定义 3.4 ”如 果 对 于 一 个 无 限 小 数 
0. aapa l LaL ill; 2, п, +=) 
204) 


МЕ —1Уу JR ЖАУ 0, EBRAR TEAS 0, t> 0, 
使 得 
ashi= as+kt+i(i= 1, 2, tst; к= 0, 1, 129" .) 
则 称 ( 4 ) 为 循环 小 数 ( recurring decimal), 并 简单 地 记 
作 . | 
2 0, apea asa 1°eas+t | А 
对 循环 小 数 而 言 ， 具 有 上 述 性 质 的 s 及 t 是 不 只 一 个 的 ， 
如 果 找 到 的 t 是 最 小 的 ， 我 . 们 就 称 as + 1… as+t 为 循环 节 
C recurring period ); t 称 为 循环 节 的 位 数 ( digits ) 或 
长 度 (length)). 若 最 小 的 s = 0， 则 这 个 循环 小 数 叫做 纯 循 环 
小 数 ( pure. recurring decimal); 否则 ， 若 s> 0， 则 
该 小 数 叫 做 混 纯 环 小 数 《 mixed recurring decimal), 
例如 ， 3=0, 333… = 0.3 ， Fani :142857 都 АНИЯ 
oanl Мя 
АМИ, йяйжикз1. ня. i 
183: ig жит, 0 <a<b, (а, ъ= 1 ,能 表 成 纯 
铺 环 小 数 的 充分 日 必 要 条 件 是 ， (b, 10)= W u: 
‚ “证明 (Чч) 车 亡 = 0， саре a 为 纯 人 循环 小 数 ; 网 


10' =10-1 а|++е+ 10а,_, +a, + 0, aje de - 
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sqt Сата 0), 


2. ao~ 1)=bq 
由 于 (a，b) = 1 #ТЬД]10'— 1 ==> (Б, 10) = 1. жи 
明了 条 件 的 必要 性 。 
Gi) 著 (b，10) = 1 ， 由 定理 3'7 知 ， кеВ W 
t， 使 得 
10'= 1 (modb ) (0<t<9(b))， 
成 立 ， 因 此 


10=kb+ 1 ==>-19„ 


Б 
=ka=q, 0 <Ё<1 ==> 0 <4<10- 1, 


1 г =ә(10- 1) 2 
k+ p>1=>00- D+ 


л q=aia sa 0<a<9 i= 1, 2,9,4) ) 
其 中 al， а, t's ai 不 全 为 9 亦 不 全 为 0 , 又 因 


10: zq + Б? г” 0. e 2 
s. £= 0 arat чу б = 0а талаца, . 
Àl : И 1 а F ` 
. 二 ы 
重复 上 面 的 演算 ， 即 得 
` к= 0. а, аа," "ау" 0. areae 
这 就 证 明了 定理 的 充分 性 。 


Ж1 车 二 是 有 理 数 ， Ж 0 <а<ъ, (а, b) = -1 ñ 
Б = 29 58 Ы,,(Ь,, 10) = 1,b,>1, a BREK O0, WETEA 
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йн, ЕС ӘР 


于 成 混 循 环 小 数 ， 其 中 不 人 循环 的 位 数 是 , и=тах(а, В) 


(ра, Вх). 
证 明 9—88, а= Вга, 10° Р 


а -aa -M+ а осш <Ь, 


10 І b = b, b, 


tp Cais bi) = 1, (bis 10) = 1, 0<М <10*, 事实 


上 ， 由 带 余 除法 得 
24-aa = Mb, +а,, 0 <a, <,. 
因为 (a,b) = 1 => (a, b.) = 1, X(2u-a, b,)= 1 
=> 1 =(2%-аа, Ь,)=(МЬ,+а,‚,, һу)=(а,, bl)。 
由 定理 3.8 知 


_ u a _ 81 a ч 
B M= 10 Б в < 10 p <10 故 设 
М=т,10#-1+.++Ма ( 0 <Sm;<9, 
j= 1, ©, u) 
a 
b 
RUR, BREH, ЖЖЖ а, ВЕРХ 
HJ EK 


°, , 
-一 0. mi mu C, Ci; 


= 0 ° miee my с рте”, ( у<и ) ° 
出 由 定理 3.8 的 证 明 过 程 中 ， 知 道 
„а . а , 7 а 1 
w -Cw 2] о. ku a 
1 


(<ь,10›=1 ). 
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10" 2 айы 2 >10ab!=a’b 
| =, + (10 L J=, abi=a'b, 
| b : b; . 


上 式 右边 被 58 = 5: 除 尽 ， 而 左边 a 及 bi 都 与 5 互 素 
Є (а, b)= 1, (bi, 10) = 1), СБа |10'==> uv， 
这 与 v<u 的 假设 矛盾 ， 
| 第 四 节 三 角 和 : у. 
本 节 将 最 简单 地 介绍 ， 近 代数 论 中 很 重要 的 方法 之 三 
一 一 三 角 利 方法 。 о 
在 第 二 节 中 讲 过 ， 模 m 的 剩余 类 有 m 个 , k {0}, 


ki= {1}, 5 km-1= (m- 1}, B 方面 ， 我 们 也 
知道 1 的 m 次 方 根 ( 即 m 次 单位 根 ， 复 根 ) 也 有 zm 个 ， 


r 
2ni с örr 2л 
=, = е =cos ЕЕ +i sin = тп ,r=0, 1, ers т-1, 


由 于 当 且 仅 当 a= b+ mt 时 ， asb(modm)， ян. 
ambl(modm) е" mne nm 0) 
令 k— m", | 

| эл | ` | лі so | u М | ә 
下 面 用 e( 去 ) 表 示 。 m совре" ш ш TESI -BRR 


关系 (5 ) 是 模 h 的 测 全 类 集合 R 到 mA 位 根 的 集合 LE 的 一 
个 一 一 对 应 关系 ; 又 有 


a+b=c(modm)e=>e( 2- ).e «(Р -)=e (2+6 a+b 
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(5): 
也 就 是 说 ， 加 群 R 与 乘 群 是 同 构 的 。 因 此， 可 以 把 抽 象 的 
类 的 加 法 运算 ， 变 成 具体 的 复数 的 乘法 运算 ， 这 就 是 三 角 
和 方法 来 源 之 一 。 
所 谓 三 角 和 ( trigonometrical sums ума. 


элі 
> e х ~ =} е (=) 


х 


的 和 ， 其 中 f(x) 是 实 函 数 ，x 通 过 预先 指定 的 整数 集 ， 
定理 3.9 设 m 是 一 个 正 整 数 ， * 过 模 m 的 完全 剩余 系 ， 
对 于 给 定 的 整数 4， 则 


rm) ens 


m lo, ама, 
apa ЫН ИЙ. б 


证 明 umant (2) =1, ize (=) 


今 设 mia， 则 e( 2.) ет, есд шй DEA 
剩余 ， 则 А 

(5C. | 
因为 x 过 模 首 的 完全 剩余 系 ， 故 r* 过 0，1，…，m- 1， 
因此 


3.7 设 整 系数 多 项 式 f(x!，…，x,)，m 是 任 一 正 整 
数 ， 则 


f(x1, ‘x)=N(modm), 0 <xi<m- 1 (6) 
的 解答 的 数目 
1 m-1 т-1 m-1 a 
к= У 2 el 一 [fx +з, Xa) 
m х1=0 Xxa=0 азд (s | | 
-N] ) (7) 
证 明 ”由 定理 3.9 知 道 
т— 1 a ) 
> et 一 一 C f(x 9 ***› x,)—- № 
У (чач, 


m, Х| (х, +, х.) ~ МВ 
-fo җтн(х,, ry х.) – №, 
也 就 是 说 ， 每 一 组 (ZXZ,，…，xo) 代 入 (6)， 当 它 是 (6) 的 
一 个 解 时 ， 在 (7 ) 右 边 的 和 式 中 出 现 一 个 “1”， 不 是 (6 ) 
的 解 时 ， 出 现 一 个 “0”。 所 以 ( 6 ) 的 解 的 数目 等 于 k。 
用 (7 ) 表 示 同 余 式 ( 6 ) 的 解数 ， 使 同 余 式 问题 获得 了 解 
FER. 
定理 3.10 设 c 是 一 个 整数 ， 则 
| есахах = | 1, наз 0, 
° 0, жаз 0. 


证 明 а= 0, Ше(ах) = 1, 
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| АД ['есах)ах = 1, 
0 
Жо >e 0, 则 


{| ecaxydx = ['совсглах)йх + isinC2xax)dz 
0 0 0 


= (1 ѕіп2лах sinzrax ] + +1290), =0+01= 0.. 
2хо. е. 


例 3.8 证 明 ， 不 定 方程 
f(x,, +, x,)=N, a, <x, Sby (8) 


的 整数 解 的 数目 О СЕЕ 
k= у, ... Кэй f е(сесх,, ө, Xa) 
ахы анхаа 
-NJ y)dy 
WEB FiOE283.105034E 
Я [е (со, es 9-2) 
х.)-№= 0, 
xD-N¥ 0. ` 
所 以 (8 ) 的 解数 等 于 k 。 
这 使 不 定 方程 ， 得 到 了 解析 形式 。 
例 3.9 要 证 费 马 大 定理 ， RINE, эщ КС» 8: 时 ， 
N N 办 


КО 
LLL fie (‹ х\+у* -®)- о (10) 


(9) 


1, СТЕ 
0, Б; 


к=1у= 1х=1 
N N N 
© BLL (anr - za) = Се(1@) + e(2ta)+ 


z=1y=1x=1 


123 


+ +e(Nta) J Се(1а) +. + e(Nka) J Cel- 1а) 
|*= + e( — Nta) 


= (= оу ( E e(-xta)) 


1 N 2 N 
.只 须 证 ， Ke e(xta) ) (х ес xta) da 
x=1 x=1 


= 0, . (11) 
例 3.10 ”要 证 哥 德 巴 替 猜想 ， 只 需 证 ， 当 NN 充 分 大 时 ， 
ру+р,-2М= 0，p:，p: 有 素数 解 ， 即 
> > f e( (pı +p: - 20а) 4а 


pa=2N -pl P<2N 
= [( ` elpa) ) ec-2Na)da> 0. +412) 
pi <2N 
实质 上 ， 例 3,9，3.10 并 未 给 我 们 解答 此 二 问题 以 任 何 
的 帮助 Е 
定理 3.11 设 a 是 任 一 实数 ，q 与 9' 是 整数 ， На'>ч,_ 
则 . 


| > е(ах) |< min( qa! -qs 5). E 


x=q+1 


. 1 _ 
其 中 min (47 - Есау )#жа' -akih Rh 8 
TE, (о) = шіа( (a), 1-{a}), саз, 
> 2, (BB (a)< 0 >38, 
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wo o wye me ee 


g 
证 明 s= У е(ах), Қ 


x=q+1 


|е(«х)| = (соз%2тах+1п22лах) È = 1, 


, 


q 
АА ЕЕ > {е(ах)] = > 1 =q'-q. 
x=q+1 х=9 +1 
若 a 不 是 整数 时 ， е(а) = 1, 因此 


а -а-1 


s=e((q+ 1 а) С > e(ax) ] 
=e((a+ 1)a) - (eos) 
° | e( (a + Da )|= 1; 
| e(2-) -ec -— ›| = |ели-е-яю | 


e2ria — 1 |! 
елї@ 


= | 1 - е0) О 


1 -е(‹а^-а)«) 
. ШЫ Iela) | 
= м1 cos2x(q? qa) + Cesin2x(q” — 9)9 5" 


ККЕ 


= м2 -~ 2 со$2лх(д/ ~ 9)а <. ` 9 
|2sinxa 2|sinxa 
1 . 
|sinxza] 
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但 |sinral = |$їп(хт[ай +х{@})|=5їпл{@} 


=sinz(1-(aY)=sinzea>, 34 0 << Зілят 是 递 降 


函数 。 事 实 上 ， 令 y = rzx， 则 -arx = ы 


sin угозусзїпу 1 
而 ( ays = у? 


《 0<y< 5-2. 又 因 0 << 2 ， 故 


соѕу(у – tgy)< 0 


. л 
ѕіпл(ау SI _ 1 
ау "сүз ray 
2 А . 
1 
< ¿ay 

此 时 有 h 之 2 的 h 适 合 

| + 

ау 
sin 


sinn(a) SIG 1 1 
бау >I a < Kay > 


1 

6 

此 时 有 Hh 之 3 的 h 适 合 
` : 1 
Is] Sk 


.. ]sl<min(q” ~q, у) 
定理 3.12 若 m 是 大 于 1 的 整数 ，q(a)， q aE 
在 整数 a = 1, 2%, m- 1 上 的 整 值 85, Н д (а) > 
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аба), H 
m-i q’ (а) 
> | 


a=1 x=q(a)+1 


a(t) я>, 
т 


e(( 25) | <min m~ 


其 中 >l 


3 
53 当 m 之 12 时 ， 
т, 当 m 之 60 时 。 
此 定理 包含 了 定理 3.11 中 取 a= 2, Q'=q (ay, 


m-1 


а= q(a) 时 ， 和 式 > 的 上 界 。 


axl 


证 明 由 0 <a<m 知 ,《 "У 0 ,并 且 


2, що<ас- 7 р 
Сау” P 2 (a) 
| тсе, щ-7<а<т 
由 定理 3,11 得 
m-1 q’ (a) ax m-1 1 
El. E. °С) үз 


m-i 
1 
N аут. 则 当中 是 奇数 时 ， 由 (a) 式 得 
m 


ey? с? 
2 2 
m > a = > a 
а=1 2) a=1 h m 


127 


sm 二 l olm X- (B) 


0<а< т 0<a< T- 


由 公式 ，l(1+x)=x- ® у 0х), 得 


— кур 
ak 一 а. аб =) 


0) 


` =mlnm+ --1а(К 2[-®.]+ 1). го @) 
事实 上 ，(5) 里 的 


2а+ 1 т m—2 
= + ... 
O ата ln Int 
<a < 2 | 
2 
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ус 
Бек ЗЕ 


саси 
А ве (аа 1) а> 1 ). 


Ла 5 = 1 60944> 2, 


m. 
3 ° 2) 
m 


щт = 13 时 ，3= 工 


m 
3 
Ут= 616}, Š= 了 ln21= п з, .044522>m, © 


后 一 项 用 a 代 m а }] QL CS саса 
MIRAS Мо шу 21 сас. I . МЛ ‚ 15 


<>-5->ш-а>0), 


0<а<-®- 0<a< 人 
1 1 
= =- 十 ~ 
m 2 За m > 2a 
0<а<76- 1 <a< > 
1 1 
+m 一 一 一 
> За + ш 2а 
0<а<- с p Sa <— 
_ 2 1 1 
= m у) —+m > >+me - 
< < m M <ac 2 


0<a <-> о<а< m. 
2a+ 1 1 2a+ 1 
<m 2 1 2a-1 3 二 ШЕТ 1 
<a < <ac 


+ 1=ш1п(т-1) -~ mln( 2 [z]: 1) 
+1=m 1ат+ т 1а(1-—1-) 


- 守 mln (2| ]+ 1)+ 1<mlnm 


(2 [全 |+ 1). 
вә = аа (2 [E] + 1) 与 m 为 奇数 的 情况 ， 同 样 地 讨 


论 ， 可 得 所 要 的 结论 。 故 定理 得 证 ， 
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习 м 


1。 找 出 整数 被 37、101 整 除 的 一 种 判别 法 。 
2 。 用 弃 九 法 验算 下 列 计算 是 否 正确 ? 
(1) 4568 х 7391 = 30746529; 
Cii) 16х 937 х 1559 = 23373528, 
3 。 用 检验 因数 法 ， 求 1535625 的 标准 分 解 式 。 : 
4. Jo, 2!, 22, ++, 210 是否 构成 模 11 的 完全 剩余 系 ? 
5 。 证明 ， 若 a 是 奇数 ， 则 
a2%=] (mod 2°'2), (п>1), 
6. 证 明 ， 
х=ц+р*%у(1<$) 
是 模 p* 的 一 个 完全 剩余 系 ， 其 中 u，v 分 别 过 模 p* + 和 pt 的 完全 剩余 
Ж. 
7. # mi. ms, e, ту 是 k 个 两 两 互 素 的 正 整数 ，x 1 xa. 
…， xx 分 别 过 模 m 1，maz，…，fx 的 完全 剩余 系 ， 则 
Mixi+t Maxa +e + Мұх 
过 模 m = шута m4 的 完全 剩余 系 ， 其 中 m= mMi(i= 1, 2, °, 
К), 
8. (1) EH, ЖАКУП 
-Н, =, -1, 0, 1, =s HCH= 372-1) 
中 的 每 一 个 数 ， 有 且 只 有 一 种 方法 ， 表 示 成 
3"x,+ 3° tx i++ 3X1+ XO (a) 
的 形状 ， 其 中 xi= -1，0， 或 1。 反 之 ，(a) 中 每 一 个 数 都 大 于 或 等 
于 ~ 再， 并 且 小 于 或 等 于 开 。 
Gi) 说明 应 用 n+ 1 个 特制 的 夸 码 ， 在 天 征 上 可 以 量 出 1 ZJ H 
中 的 任何 一 个 斤 数 。 
9. ша, eo mx 是 k 个 两 两 孔 素 的 正 整 数 ，xti，…，xk 分 别 
Ame, eo шие та, W 
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Xi1+ Mx +M Mxs tee +miye nk 1Xk (ay 
过 模 m 1m2… mt 的 完全 剩余 系 。 
10 若是 大 于 1 的 整数 ，(a，m ) = 1，E 过 模 m 的 互 索 剩余 
系 ， 则 
а}. 1 
z ! m J 2 Ф(ш), 
eh ТОКЕ АНЕ ВШ E RIS RQ, 


11. mi, ms, <, mr 是 上 个 两 两 孔 案 的 正 整 X, Er És, 
-9 Эй йш, шу, е, ЮЕ АЖ, шема е1, 
"ә k), MU 

М,51+ Мә + == + Ма 
过 模 m = mmz…msx 的 互 素 剩余 系 。 
13, Ж(722287+ 3 ) 18 被 63 除 的 余数 。 

13. O 不 用 定理 3.7 系 2， 证明， 若 p 是 素数 ， hihz，，… ,ht 
是 任意 整数 ， 则 | 

hathat крваве P hg? t o the C modp ) 。 

Gi) 由 (0 证 明定 理 3。7 系 2 。 

(iii) 证 明 欧 拉 定 理 。 
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第 四 章 同 ж = 


解 代数 方程 是 初等 代数 的 主要 内 容 之 一 ， 本 章 所 要 讨论 
的 解 同 余 式 的 问题 ， 与 解 代 数 方程 十 分 类 似 ， 例 如 ， 我 们 问 
当 x 与 什么 数 同 余 时 ， 能 使 : 
xŠ+x+1l==0 (mod 7) 
成 立 ? 这 就 是 解 同 余 式 的 问题 。 由 验算 知道 x 二 2 Стой 7) 
是 它 的 一 个 解 。 本 章 主要 介绍 一 次 辐 余 式 ， 一 次 同 余 式 组 及 
高 次 同 余 式 。 并 在 一 次 同 余 式 组 一 节 里 介绍 举世 闻名 的 孙子 
定理 有 些 外 文书 中 称 为 中 国 剩余 定理 )， кине 
代数 学 家 在 这 方面 的 光辉 成 就 。 О, 
第 一 节 一 元 一 次 同 余 式 
定义 4。1 给 定 一 个 正 整 数 m， 整 系数 多 项 式 f(x) = 
Ba 中 а.х! +e жах tap RIJE З: 
(х) =0 ( той т) (1) 
И Шот НА Я д (congruence of modulus т), Ф 
а,%0 (mod т), КПС 1) К Ж Cdegree y, їр Ж 
{ (а) =0 ( тойт), НЕФТЕ 4 "知道 a/ = атой m) 
у, f(a)=0(mod m)。 即 模 m 的 剩余 类 (a) 中 任 一 整数 都 
满足 (1 ) .所 以 称 x 三 a(mod m) 是 (1 ) 的 一 个 解 (solution) 。 
当 n =1 时 ， 同 余 式 : 
ax=b(mod m), а#еб(той m), (2) 
称 为 一 元 一 次 同 余 式 。 
由 同 余 的 定义 知道 ，( 2 ) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 整数 
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x，yY3Zax-my=b。 这 不 定 方 程 有 解 的 充 要 条 件 是 ， 
(а, т)|Ь, | 

如 果 (a， ту = й, mt T’ as = b, =b 为 整数 ， 
Hx=x, (mod m) 是 (2 ) 的 一 个 解 ， 那 末 存 在 у, ах, ~ 
my, =b《 即 a1x6 一 miyo。=b1) 这 样 的 (x。，y。) 是 

ах ~ ту = Б (22) 

的 一 个 整数 解 。 由 定理 2。1 知 道 (2 7) 的 一 切 整 数 解 是 ， 

x=Xotmit, y=yo+ait, t=0, +1, +2, + 上面 
第 一 式 对 于 模 m 来 说 ， 可 以 写成 О 


хавх + Кт, (той m), k=0, 1, ++, 1-1 (3) 
它 表示 关于 模 m 的 d 个 不 同 的 类 ， 故 ( 2 ) 有 形 如 (3) 的 "个 
Ж. SRAT 


EE 4-1 一 次 同 余 式 (2 рр (а, 
т) (6, SODAN, WHERE: d= (a, m), 
例 4. 1 RARR 
- 58x=87 ( mod 47 ) (a) 
解 ” 先 将 诸 系数 用 它们 关于 模 47 的 最 小 正 剩余 来 代替 , 
` 


11х =40 ( mod 47) | (a!) 
… 因 为 (11，47 ) =1， 所 以 (a) 有 且 只 有 一 个 解 。 先 求 同 

#:K11x7 =] ( mod47 ) 的 解 。 由 第 二 章 知 道 ， 可 用 大 衍 求 
一 术 求 11x’ -47у/ = 1 В; 

11х2=47х0+22, 

11х5=47х1+8, 

11х5х3=47х3+24, 

11х17=47х4-1, 

11х(-17) =47х(-4) +1, 
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所 以 x/=-17, 因 而 x 三 (-17)x40=25(mod47) 是 (a) 的 唯 -- 解 。 
另 一 种 解法 ， 用 回转 相 除法 ， 先 把 17 化 成 连 分 数 
47 :11=4 
3:2 =1 А 全 = [4， 3, 1, 2] 
2 :1 = 
则 一 Jy = (-1)*3, 1}=4==>у/=—4,х/=(—-1)#{4, 3, 
1) = ~17 是 不 定 方程 11x’ —47y” = 1 的 解 。 即 
х=25 ( mod47 ) 
是 (a) 的 解 。 | 
由 定理 4，1 知 道 ， 要 求 同 余 式 (2 ) 的 4= (a，m) 个 解 
时 ， 可 先 求 下 列 同 余 式 的 解 
a,x=b, ( mod m, ) Ba 
其 中 a=aid，b=bid m=m,d, (ar, mi)=1, #(3) 
给 出 ( 2 ) 的 4 个 解 。 — 
їл, Ж9х=б(шой15) Ж, 3х =2(той5)й, 
x 三 4(mod5)。 次 求 出 x 二 4，9，14(mod15 ) Æ 9x==6(mod 
15) 的 三 个 解 。 
定理 4. 2 设 m 是 正 整 数 ，(a，m) = 1， 证 明 
x=b a?™ “lmodm ) 
是 (2 ) 的 唯一 解 。 
证 明 由 定理 4。1 知 道 ， (а, m) = 18, (2) 有 
唯一 的 解 。 应 用 欧 拉 定理 ， 易 得 


axb am -li þe а?“ 


=b(modm). 
所 以 x=ba? (m) -1 是 ( 2 ) 的 唯一 解 。 
系 设 p 是 素数 ， 0<а<р, 证 明 


135 


х=ъ(-1)*71Р—1Э‹Ф-—2-&Р-а+ 10 mod p) 
(о) 


是 (2 ) 的 唯一 解 。 

证 明 因为 a 个 连续 整数 之 积 被 a! 所 整除 ， 又 p 是 大 于 
a 的 素数 ，(p，a) =1， 所 以 (Qa) 的 右边 是 整数 ， 且 (2 ) 有 叭 
一 解 。 令 
. ` a b( ~ Da 1(‹р-1)(р 7297 prati) ¿k 


—>b( урур apa ka 


上 式 左边 二 Ь(-1)%®-Э(а—1)|(тоф р), | 
2. b(-12G- Dea D1=k(a -1)! стой р). 
Вр k=b ( mod p), 
,所 以 (Qo) 是 (2 ) 的 唯一 [Ж 
定理 4 。3 及 系 给 出 了 解 一 元 一次 同 余 式 的 公式 。 系 的 计 
算 量 较 少 ， 但 仅 适 用 于 素数 模 的 情况 。 
04-2 求 下 列 同 余 式 的 解 ， 
(i) 3x=7(mod13); 
(11) 11х ==15 ( mod 24), 
解 (i) 3x=7(mod 13) 的 唯一 解 是 ， 
12 (13~ b ( w 


x=7 x ( — ==11(той 132. 


Gi) 因为 (11，24 ) = 1, 所 以 该 同 余 式 有 唯一 解 
x=15x 110-1 той 24). 
ЇЇФ(24)=8, 112=121=1(mod24) => 11% = 1(mod 24) 
==>11!==11(mod 24) 
^% x=15x11' =15x11= -3(mod 24), 
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第 二 节 ”一 元 一 次 同 余 式 组 


公元 前 后 《 孙子 算 经 》 中 记载 有 : “ 今 有 物 不 知 其 数 ， 
三 三 数 之 剩 二 ， 五 五 数 之 剩 三 ， 七 七 数 之 剩 二 ， 问 物 几 何 ?” 
“ 答 朋 二 士 三”， 这 就 是 求 一 元 一 次 同 祭 式 组 
x=2 (mod3), 
x=3 ( mod5 ) , (4) 
x=2 ( мой? ) , - 
的 解 。x = 23 是 (4 ) 的 三 个 同 余 式 的 公共 解 。 
定义 4' 2 一 个 变数 x 的 同 余 式 组 
aiıx+b,=0 (mod m, ), 
asx+b,=0( mod m, >, 
(5) 
asx + bs=0 ( mod ms), 
称 为 一 元 一 次 同 余 式 组 《1linear congruences of- one 
unknown). хес (mod( m,, = m,) ) 满足 (5) 中 任 
一 同 余 式 时 ， 称 为 ( 5 ) 的 一 个 解 。 
例如 ，x=23 (mod 105) 是 ( 4 ) 的 一 个 解 。 关于 解 一 
般 同 余 式 组 | 
x=a (mod 3), ‚ | 
x=b (mod 5)， (6) 
хас (mod 7) , 
则 有 | 
x=70a + 21 + 15c ( той 105) 
是 (6 ) 的 一 个 解 。 
在 明 朝 程 大 位 的 《 算法 统 宗 》( 1593 ) 里 ， 用 一 首 歌诀 
来 表示 (6 ) 的 解 ， 
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三 人 同行 七 十 稀 ， 
七 子 团圆 正 半 月 ， 
除 百 零 五 便 得 知 。 

这 些 足 以 说 明 ， 解 同 余 式 组 的 问题 ， 我 国 古 代 已 有 了 光 
辉 的 成 就 。 下面 将 介绍 驰名 中 外 的 孙子 定理 ， 有 的 外 文书 中 
称 它 为 中 国 剩余 定理 C Chinese Remainder Theorem), 

定理 4 .3 (CATER) Fk>2, Hmo es mÆM 
两 互 素 的 k 个 正 整数 ， 令 


M= m eem =m M= ees mM, 
那 末 满足 同 余 组 
x=b, (modm,), 
， (7) 
x=b, (mod m, ) 
的 整数 解 是 | 
аъ, МИМ, ++ bMIMCmodM) ` (8) 
这 里 M; 是 满足 同 余 式 | 


M; М,=1 (тойт), (1=1, = k) (9) 
的 整数 解 ， 并 且 ( 7 ) 的 解 是 唯一 的 。 
证 明 因为 m,，…，m 两 两 也 素 ， 且 M: = М, тщ 
(M,, т.) = = (M,, mi)=1, 
由 定理 1， 12 知 道 ， 存 在 二 整数 Mi, па M; Mi + 
nimi = 1， 亦 即 存在 一 个 整数 M; 使 得 
M Ме] (mod mi) Ci=1, =, k), (9) 


138 


另 一 方面 ， 当 із) 8, ш. | Mi 

b;M/ Mj=0( mod mi ) (10) 
由 (a) 及 (10) 立 即 得 到 
biM IM, +... + 6, М.М, М, Mi=bi(modmi) (11) 


其 中 i=1，…，k。 所 以 (8 ) 是 (7 ) 的 一 个 解 
最 后 证 明 ( 7 ) 的 解 是 唯一 的 。 如 果 y 亦 是 ( 7 ) 的 解 。 那 


末 | 
x=bi=y (mod mi) (і=1, … ky 


Himi[(x-y)(i=1, ++, k), Ні ЈС, шу) = 1, 
由 整除 的 性 质 11*， 得 
тупу | (ху) 
“ x=y(modM). 
这 就 证 明了 ，( 7 ) 的 解 是 唯一 的 。 | 
例 4+3 САЕН) 有 兵 一 只， 若 列 成 五 行 纵 
队 ， 则 末 行 一 人 ， 列 成 六 行 纵队 ， 则 末 行 五 人 ;， 列 成 七 行 纵 
队 ， 则 末 行 四 人 ， 列 成 十 一行 纵队 ， 则 末 行 十 人 ， 求 兵 数 ， 
M 设 x 是 所 求 的 兵 数 ， 则 依 题 意 ， 得 | 
x= 1(шой5), 
x= 5 (mod 6 ), 
x= 4 (mod 7 ), 
x=10(mod11), : 
因为 5 ,6 ,7，11 两 两 互 素 ， 由 定理 4. 3 知 ， 


М=5х6х7х11=2310, М, = 2910 = 462, M, = 2810 
= 385, М, = 2910 = 330, М, = 2310 = 210 


М, М,=М! * 2#1(mod5) =>M*=3(mod 5)， 同 Ж 
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求 得 ， M;= 5(mod6), М/ =4(той7), M’ =1(той11), 
“ х223х 462+ 5 х 385 + 4х 330 + 10 х 210 
= 6731==2111(т012310) 
所 以 韩信 的 兵 数 有 x = 2111+ К х2310(к = 0, 1, +) 
是 否 同 余 式 组 ( 5 ) 都 有 解 呢 ? 首先 必须 ( 5 ) 中 每 一 个 同 
余 式 都 有 解 ， 其 次 ， 再 考虑 它们 是 否 有 公共 解 。 所 以 首先 假 
设 ( 5 ) 的 每 一 个 同 余 式 都 有 解 ， 用 ( 7 ) 表 示 它 们 的 解 。 进 而 
研究 (7 ) 在 什么 条 件 下 有 解 《 有 公共 解 ) 。 
定理 4° 4 如 果 同 余 式 组 (7 ) 有 解 , 那 末 它 关 于 模 M = 
Cmo = ш) 有 唯一 解 。 : 
证 明 车 a 与 B 是 (7 ) 的 两 个 解 ， 则 
a=bi(modmi), B==bi(modm:)(i=1, =, k) 
“а= В(тойт;) => т,|а – В(і=1, +, k). 
=> (т, °°. m, ] |a - 8 => 
e=B(mod( mi m, J). 


定理 4. 5 #т=р{! РЕ ОА ЧЕ ЯЕ, [н] 


RA 
x=a(modm) (12) 
与 同 余 式 组 
x=a(mod р?1), ; 
: ә р (18) 
х=а(той рё), 
ЕЖ. 


证 明 设 x=b(modm) 是 (12) 的 一 个 解 ， 即 
b=a(modm)==>m|(b -a)—> ра (б-а)(1=1, 
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e|, k)y=>b=a(mod р®!)(1=1, +, К), 

反之 ， 若 b 是 同 祭 式 组 (13) 的 一 个 解 ， 即 

b=a(mod pgi)(i= 1，…，k) 一 >>pfi|(b-a)(i=ly 
++, k)=>m]|(b-a)=>b=a(modm), 

系 ” 辐 余 组 (7 ) 和 辣 余 式 组 


x 三 bi(mod р11), 
. . 
ха, (той р); 


хе, (mod раз), с) 


9 
x=b,(mod p22'), 
"2 


x=b,( той рб"), 


同 解 ， 其 中 
nalil аль epal, QQ2t ... ов: 
mi = Pir серу, т. = рәт Pzt > ‚ m, = Pki 
ака 
Pku . 


下 面 证 明 ， 则 余 式 组 (7 ) 解 的 存在 性 定理 。 

定理 4-6 ARRAT ) 有 解 的 充 要 条 件 是 ，- 

bi=b;j(mod(mi, mi)) (ixjs і, ]=1, се, ky (15) 

证 明 设 (7) 有 解 a， 则 当 ij 时 - ` 

a=bi(modmi), a=b;(modm;) => т: | (a — bi) R: 
m;| æ- b;) 


又 为 (mi，mi)lmi， (ш, m,)|m; 
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(mi, ту) [00 = Б), (mi л) [ (а – 61) 

Вр a=b;=b,(mod(m;, m;)). 
反之 ， 若 b,，b:，…bx 满 足 条 件 (15)， 由 于 (7 ) 和 (14) 
同 解 ， 为 了 方便 ， 在 (14) 中 ， 令 


aii ais а21 КА = 
Pii “nirs e рү; = lis? рәр =п,|; › P2: 


акт — ака = 
nou sJ Pki = пуду се, Pku = Пу, 


由 条 件 (15) 可 以 推 得 
bi=bi(mod(ni,, пу,)» 
区 为 (aiu，niv)|(mi，mi)。 
可 能 有 两 种 情况 :或 者 ni 和 ni, 是 同一 素数 p 的 乘 R, 
或 者 是 不 同 素数 的 乘 宕 。 
І. жш, =ра, пу, = php， 可 设 a>, 则 (14) 中 的 同 
RAHA 
x=bi(modni,), x=bi(modpa), 
Le ananaw 
Ш#Жесж(16)%—5А—1{#, Вс, (тойра), Ж a> 
B, Brilc=bi(modpB), {8(ра, рВ) = pB。 因 而 条 件 b; =b; 
(mod(ni,, п;,)) Ж 
b;=b;(modpB), 
c=b;(modpB), ` 
因此 “也 是 (16) 第 二 式 的 解 。 由 于 (16) 是 (14) 中 任意 两 具有 
上 述 条 件 的 同 余 式 ，(16) 第 一 式 的 解 都 是 第 二 式 的 解 ， 故 求 
(14) 中 各 同 余 式 的 公共 解 时 ， 可 以 删 去 (16) 的 第 二 式 ， 删 去 
后 养 不 影响 (14) 与 (7 ) 的 同 解 性 。 这样 继续 进行 上 述 方法 ， 
使 (14) 只 留 下 模 两 两 互 素 的 同 余 式 ， 该 同 余 式 组 仍 与 (7 ) 同 
解 ， 这 样 把 I 的 情况 归并 于 了 工 、。 
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(16) 


I. (ni. ni:)=1, 由 孙子 完 于 知道 (14) 有 解 。 
例 4.4 讨论 并 解答 ， 同 余 式 组 
x 三 7 ( mod 15), 
x=2 (mod 35), . б) 
x=16 (той 21), Е 
解 ° (15, 35) =5, 7 =2(тої 5); 
(15, 21) = 3, Hm7=16(mod 3); 
(35, 21) =7, Пй2=16(той 7). 
所 以 (17) 有 解 ， 它 等 价 〈 即 同 解 ) 于 
x=7(mod 3), 
x=7(mod 5), 
x=2(mod 5), 
x==2(mod 7), 
x=16(mod 3), 
x=16(mod 7), 
删 去 “多 余 ” 的 同 余 式 后 ， 得 


x=7(mod 3)， ү x=1(mod 3), 
| x=7(mod 5), ЁШ 4 x=2(mod 5), ` 
x=2(mod 7), x=2(mod 7), ` 


应 用 孙子 定理 ， 求 得 M=3x5x7=105，M,=35，M， 
=21, М,=15, Mí =2, М;=1, Му= 

2, x=1x70+2x21+2x15=142=37(mod35), :就 
是 (17) 的 一 个 解 。 т. 

孙子 定理 是 数论 中 一 条 重要 的 定理 。 从 定理 4。 5 知道 
要 解 合 数 模 的 一 次 同 余 式 ， 转 化 为 解 与 它 同 解 的 模 两 两 隔 素 
的 一 次 同 余 式 组 ， 它 可 以 用 孙子 定理 来 求解 。 这 种 解 同 余 式 
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的 方法 具有 普遍 的 意义 。 为 了 下 一 节 的 需要 ， 最 后 我 们 介绍 
定理 4.7 ЖЬ,» b, 分 别 过 模 mi， е. т, 的 ` 完 全 
剩余 系 。 则 孙子 定理 里 的 (8 ) 式 ， 过 模 M = mim; m, 的 
完全 剩余 系 
证 明 令 
k H 
X, = УМ! Mibi (87) 
i=] 

则 当 b; 过 模 m; (1= 1, ө k) 的 完全 剩余 系 时 ， Xo 有 
теп = M 个 值 。 这 M 个 值 关于 模 M 是 互 不 同 余 的 。 事实 
上 ， 若 

k k ГА 
УММ; Ы = УМ; М,Ь, (тойм), 
i=1 i=1 
则 MI Mib!=MIMiby (modmi)(i= 1, =, k), 
Вр b =b; (mod ту) (= 1, es K) 


但 是 b Ьо ЗАЯ hi, ШЫ = b, 
G=1, = k), СВ 7) 表 示 了 M 个 关于 模 M 两 两 孔 不 同 
余 的 数 ， 它 形成 了 模 M 的 一 个 完全 剩余 系 。 


| 第 三 节 ”高 次 同 余 式 
本 节 仅 初步 讨论 高 次 同 余 式 解 的 数量 和 解法 。 主 要 是 把 
合 数 模 同 余 式 化 成 素数 窜 模 同 余 式 组 ， 然 后 讨论 它们 的 解 
:定理 4。8 me es mÆ k 个 两 两 互 素 的 正 整 数 ， 
m= mMm mis WERA 
f(x)=0(modm) .. (18) 


144 


与 同 余 式 组 
{(x)=0(mod mi)(i= 1, +, k) (19) 
АЕ. 
并 且 若 用 Ti; 表示 (19) 的 第 i 个 同 余 式 的 解数 (关于 模 
m ) ，T 表 示 (18) 的 解数 (关于 模 m ) Д] 
T= T T, Ts : 
ЕВН 先 证 (18) 与 (19) 同 解 。 其 证 法 与 定理 4.5 一 样 。 
设 xo 是 适合 (18) 的 整数 ， 则 
(хо) =0( той т) =>m|Íí(x,)==>mi|í(x,) (i=1, 
ө, k) . 
=> f(x,)=0 (mod т)(1=1, +*,k) 
反之 ， 车 x" 是 适合 (19) 各 同 余 式 的 整数 ， 则 
(хо) =0(той mi)(i=1, ++, k)==>mi[f(x,)(i=1, 
e, k) 
=> m] f(x) =>İ(x,)=0( mod m) 
所 以 (18) 与 (19) 同 解 。 
Ж. Вх) 00 той mi BJ T, 个 不 同 的 解 是 
хаз, (mod mi) (ti=1, +, Т), 


则 (19) 的 解 即 下 列 诸 同 余 式 组 的 解 | 
хаџи (тойт), (tish, =+, Т); 
А ` ` ШЫН (20) 
Xsbitr(mod т,), (t, =1, ++, T), 
显然 (20) 包 含 T = Ti…T 个 辐 余 式 组 。 由 孙子 定理 知道 ， 
《20) 的 每 一 个 同 余 式 组 都 有 关于 模 m 的 唯一 的 解 。 所 以 (18， 
共有 T 个 解 .由 定理 4.7 知 道 这 T 个 解 关于 模 m 是 互 不 同 余 的 . 
定理 4.5 实 际 是 定理 4.8 的 特殊 情况 . 
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例 4.5 解 同 余 式 
х) =0(той 35), f(x)=x!+2x°+8&8x+9 (21) 
S 由 定理 48 知 ，(21) 与 同 余 式 组 
Ех) =0( той 5) 
| (х) =0( той 7) 
等 价 (同和 解 ) 。 容 易 验 证 (21' ) 的 第 一 ,二 个 同 余 式 的 解 ， 依 
КЖ: 


(217) 


х=], 4(mod 5), 
x=3, 5, 6(mod 7). 
故 同 余 式 (21) 有 2x3= 6 个 解 ， 它 们 是 诸 同 余 式 组 
x=b,(mod 5)(b,=1, 4); 
| x=b,(mod7)(b,=3, 5, 6). 
的 解 ;: 由 和 孙子 定理 得 
x==21b, + 15b,(mod 35) 
以 b,，6;, 的 值 分 昼 代 入 上 式 ， 即 得 (21) 的 全 部 解 : 
x=31, 26, 6, 24, 19, 34(mod35), 
由 算术 基本 定理 知道 ， 任 一 正 整数 中 可 以 写成 标准 分 解 
式 | 
m= рї! ра? ° рух, 


由 定理 4.8 知 道 ， 要 解 同 余 式 (18)， 只 要 解 同 余 组 


. f(x)=0(mod рг!)(1=1, 2, .…,k) (22) 
lk F I ОЖ J ot: 
to f(x)=0(mod p°) | (23) 


的 解法 .由 同 余 的 性 质 8° 知 道 ， 每 一 个 适合 (23) 的 整数 ， 都 
适合 同 余 式 
f(x)=0(mod р), (24) 
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因此 要 求 (23) 的 
解 ， 可 以 从 (24) 的 解 中 
分 离 出 来 。 通 俗 地 说 ， 
也 就 是 从 (24) 的 一 个 解 
. x=x, (mod p) 中 逐步 
分 离 出 x 三 x, (modp?)，, 
e, x=xalmodpa) fK 
KE (х) =0(тойр), 
Ё (х) =0 (mod p°) , 
ө, Кх) = 0 (той ра) 
的 解 。 

也 就 是 从 模 p 的 一 个 类 {x1)。 中 找到 一 个 子 集 ， 使 这 个 
子 集 是 适合 (23) 的 模 pe 的 一 个 剩余 类 {xa}oe( 如 上 图 )， 

HKE, Kx h PERA {Xit php се, 
{X1+ 《p 一 1)p}sz 等 p 个 不 同 的 关于 模 p* 的 剩余 类 ， 其 中 有 
一 个 是 f(x)=0(mod p2) 的 解 。 依 此 类 推 就 可 分 离 出 х= 
x (mod pa) 的 剩余 类 {(xa}jvc 使 它 是 f(x)==0(mod ра) 的 一 
个 解 


x=xa(modp®)/. 


X кєхг{тоЧр?) 


x =x; (mod p) 


定理 4.9 iÉ 
x=x,(mod p) 
В x=zx,+pt,, ti=0, +1, +2, œ= (25) 
是 (24) 的 一 个 解 ， 并 且 HOOT (x) 是 f(x) 的 导数 )， 则 
从 (25) 可 刚好 给 出 (23) 的 一 个 解 ( 对 模 pa 来 说 ) ， 
х=ха+ра, ta=0， 土 1]， 土 2，… 
即 x=xa(mod ра), Ж фха=х, (mod p) 
证 明 ”我们 对 于 素数 p 的 等 ac， 使 用 数字 归纳 法 证 明之 
А) а= 28}, Ж 2010х) =0(шойр?) 的 解 由 
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CDA, ШД Сх, + pti)=0(mod p2) 的 tl， 应 
ШЖ Tayler) 公式 ， 将 它 的 左边 展开 ， 即 得 
f(xi)+ ptf (x,)=0(mod p2), 
(Н ((x,)=0(mod p)， 由 同 余 的 性 质 6"， 得 到 
гоу) 
р 


кух) == — -(mod р), 


由 于 pff (xy)， 故 对 模 p 来 说 刚好 有 一 解 
і, = 1; (шой р), Ері, = 17+ ptz 
代入 (25) 得 


кх=хү+р(Ф+р,)=х,+р%ь„, 


其 中 xs = xi+pt， 显 然 x: 三 Xx1(mod р), HES f(x) =0 

(той р?), #kx==x,(mod p?:) 是 (25) 给 出 的 f(x) 二 0 (mod 

p”) 的 唯一 解 。 

В) 设 定理 对 于 & -1 的 情形 是 正确 的 ， 即 从 (25) 刚好 

给 出 i 

f(x)=0(mod pa-1) 

的 一 个 解 ， 
X= Xa- t pe lta-1, ta-1=0, tl, 2, 07 o. 
xa-1=x,(mod p), (a) 
把 它 代 入 (23)， 并 将 左 端 应 用 泰勒 公式 展开 ， 得 
f(xa-1)+ pa-lta-iff (x<x-i)=0(mod pej, 

HÆ (ха -1) =0( той pa-1), KUE 


м ixa- 1)= Ка (шой p), (b) 


H xca-1Is=xi(modp) 及 同 余 的 性 质 4"， 即 得 1 Оха -1) = 
f(x i)Xmodp), 但 ptf’(x1)， 于 是 pt/(xa-1)， 故 (b) 
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刚好 有 一 个 解 


ta-1=t/_1+pta, ta=0, +1, +2, ... 
因此 把 上 式 代 入 (a)， 刚 好 给 出 (23) 的 一 个 解 


х=хе-ү+ра-1({/ _ү+ ра) = xa + patas 


其 中 xa= ха-1+ pa-lt ,sxi(modp)， 故 定理 对 ' a 的 情 
形 亦 正确 ， 
定理 4-9 的 证 明 方 法 提供 了 一 种 由 (24) 的 解 求 出 (23) 的 
解 的 方法 。 从 上 述 内 容 ， 可 以 看 到 解 高 次 同 余 式 的 问题 ， 可 
归结 为 解 素数 模 的 高 次 同 余 式 的 问题 ， 
” 例 4.6 RARR 
{(ху=х*+7х+4=0(той 27) | 
Ж Í!(x)=0(mod3)8 НИ Ж—1{#х==1(то4 3), ЭЁ 
В. #7 (1) 300 той 3), 以 x=1+3ti RA f(x)=0(mod 9), 
得 
Í(1)+3t,f/(1)=0(mod 9) 
但 f(1)= 12=3(mod 9), Ё (1) = 11=2(mod 9), ж 
3+3, х2=0(той 9), В} 2+, + 1=0( той 3). 
Кї, = 1+3t,, TH 
x=1+3(1+3t,)= 4 + 9t,==4( mod 9) u 
Æ Í (x)=0(mod9) 的 一 个 解 。 以 x=4+9ts 代 入 f (x)= 0 
(mod27)， 即 得 
Í(4)+9t,f!(4)==0(mod 27), 
18 + 9t,-.20=0(mod27), 
RẸ 2t, +2=0(mod 3), t,=2+3t,, Wk 
х=4+9(2+31,) =.22+ 27t; =22(mod 27) 
是 所 求 的 解 。 
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解 合 数 模 高 次 同 余 式 的 问题 ， 归 根 到 底 是 解 素数 模 高 次 
同 余 式 的 问题 。 为 此 下 面 着 重 研 究 素数 模 高 次 同 余 式 的 解法 
бај . 

EH 4.10 HRR 

f(x)=0(modp), f(x)=a,x"+a, х"! + :+ a (26) 
Jern pj К, а, зғ0( той p)， 与 一 个 次 数 不 超 过 p - 1 的 素 
клн. 

.由 多 项 式 的 带 余 除法 知 ， 存 在 二 整 系 数 多 项 式 
одд), 使 得 ОО. 
Ех) = (х? ~ x)q(x)+ r(x), әг(х)<р, 

其 中 sr(x) 表 示 r(x ) 的 次 数 。 由 费 马 定理 知道 ， 对 于 任意 整 
数 x 都 有 x? - x=0(mod p), 所 以 对 任何 整数 xz 都 有 

© f(x)=r(x)(mod p) 
[]]&(26). 5 r(x)=0(mod p) 同 解 。 


plim, f(x)=xt+7x+4=xt+x+1(mod 3) (a) 
х*+х+1=(х%—х)х+х?+х+1, 
f(x)==x2+ x+ 1(той 3) (b) 


与 (a) 同 解 ，(b) 有 且 只 有 一 个 解 x==1(mod 3), 事实 上 ， 
x2+x+1l=(x-1)2°(mod 3). 

定理 4. 11 设 k<n， 而 Xx 二 a;(mod p)，i= 1，…， 
k， 是 (26) 的 k 个 不 同 的 解 ， 则 对 任何 整数 x 都 有 

х) = (х-а) (ха), (х) (той р) (27) 
Дф (х) = nk， 且 fi(x) 的 首 项 系数 是 a,。 

证 明 由 多 项 式 的 带 余 除 法 ， 得 

f(x)=(x-—w,)Í,(x)+r, 

其 中 f(x) 是 首 项 系数 为 a, 的 n - 1 次 整 系数 多 项 式 ，r 是 一 
个 整数 ， 由 假设 f(a1)=0(modp)， 故 r=0(modp), 因此 
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对 任何 整数 zx， 都 有 
Ех) =(х- а), (х) (той р), 
令 x=ai(i=2，… п) 
0 = (о;) = (а: - а, )#, (о:) (тойр), 
{На: за, (шойр), р 是 素数 ， 而 素数 模 剩余 类 环 是 没有 和 零 
因子 的 。 故 
f(ai)=0(mod p)(i=2, …, k), 
由 此 容易 用 数学 归纳 法 来 证 明 本 定理 。 

#1 (i) 对 任何 整数 x 都 有 

X11=(x-1)(x-2). (x-(p-1)) (тойр); 

Gi) (Wilson Ж )(р-1)| + 1=0(тойр), 

证 明 (1) ШЖ ЧЕН, x =1(mod p) H p-1 
个 不 同 的 解 ， x=1，2，…，p- 1(modp), 再 由 定理 4。11， 
в 

x? а(х 1) (х 2). 0х (р- 1) ) е(х)(той р), 
Жфэр(х) = (р- 1) -(р- 1) = 0, Вв(х) =1(той р), 
Gi) 在 (i) 中 取 x= 0， 我 们 得 到 
-1=(-1)(-2)…[5[-(p-1)](mnodp)。 
(-1)”1(p-—-1)1!+1=0(mod p). | 

р> 2 8, (—1)”7!=1, Щ(р-—1)!+ 1==0(mod p); 
当 p= 2 8, @Ю(р-1)!+1=1+1==0(то42), 

这 个 证 法 是 拉 格 朗 日 ( Lagrange ) 给 出 的 。 

Ж2 同 余 式 (26) 的 解数 ( 指 不 同 解 的 个 数 ) 不 超过 它 
的 次 数 。 

证 明 我 们 用 反 证 法 证 明之 , 设 (26) 至 少 有 n+ 1 个 
解 ， 


x 三 Qi(modp), і= 1, 2, э N, n+ 1. 
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由 定理 4。11 得 

{(х)=а„(х—-а,‚)е+(х-о„)(тойр), 
H TfÍ(a,, i )=0(mod p)， 所 以 

а. (ааа 91): (аль а.) =0(той р), 
但 руж, а. +0(тойр), Ж-а: (0<i<n+ 1) Ё о, 
一 Qi 三 0(modp)， 这 与 假设 矛盾 . 

下 面 我 们 研究 同 余 式 (26) 在 什么 条 件 下 ， 它 的 解数 与 次 
数 相 等 。 因 为 a 让 0(mod p)， 而 模 p 的 剩余 类 环 是 一 个 域 ，， 


所 以 fas } 有 逆 元 {as)， 使 得 {as}{ae) = (1) ( 或 者 应 用 : 定 理 
. 12 亦 可 得 到 同样 的 结论 ) ， 故 存在 a! 使 得 aan = 1(mod 
p)， 把 (26) 的 两 边 同 乘 以 as ， 得 
x (а, aaa )X "1 ++ qala, =0(тойр), x (267) 


BROOR. 

定理 4:12 #п<р, WARR О 

f(x)=0(modp), {(х)=х“+а,_үх°71+.—.+а„ (28) 
有 sn 个 解 的 充 要 条 件 是 ， 以 f(x) 除 х" -x 所 得 的 余 式 的 — BJ 
系数 都 是 p 的 倍数 。 

证 明 因为 {(x) 的 首 项 系数 是 1， 故 由 带 余 除法 知 有 二 
整 系数 多 项 式 4(x) 及 r(x)、 使 

| x”>=x=Í(x)q(x)+r(x), . (29) 

Hər(x)<nu, 9q(x)=p-n, 

车 (28) 有 n 个 解 ， 由 费 马 定理 知道 ， 这 rn 个 解 都 是 x? 一 x 
三 0(modp) 的 解 ,由 (29) 知 道 这 些 解 也 都 是 r(x) 二 0.《modp) 
的 解 ， 但 3r(x)<n， 由 定理 4 11 的 系 2 知道 r(x) 的 系数 都 
是 p 的 倍数 。 
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反之 ， 若 5Cx) 的 系数 都 是 p 的 倍数 ， 则 由 (29) 及 费 马 定 

理 知 道 ，x 为 任何 整数 时 ， 都 有 
f(x)q(x)=0(modp) (30) 

这 就 是 说 (30) 有 p 个 不 同 的 解 x==0，1，.…，p 一 1(modp)， 
АЕ (х) 二 0(modp) 的 解数 Fn， 那么 g(x) 三 0(modp) 的 
解数 p -k>p-a= 3q(x)， 这 与 定理 4。11 的 系 2 了 矛盾， 所 
以 f(x) 三 0(modp) 一 定 有 n 个 不 同 的 解 ， 

必须 注意 ， 高 次 同 余 式 {f(x) =0(modp) 的 f(x) Жш} 
余 类 环 上 的 多 项 式 ， 它 的 根 ( 即 同 余 式 的 解 ) 的 个 数 ， 比 起 
数 域 上 多 项 式 的 根 的 个 数 复杂 得 多 。 车 m 是 合 数 ， 由 定理 
4。8 知 道 它 的 根 往往 多 于 其 次 数 n; 当 m = p 为 素数 时 , 其 解 
的 个 数 就 不 大 于 n 了 .。 当 n<p 时 ， 当 且 仅 当 (28) 满足 定理 
4。12 的 条 件 时 ， 其 不 同 解 的 个 数 才 等 于 n。 


J. 题 


1。 求 下 列 各 同 余 式 的 解 ， 

(i) 256x=179(mod 337)，337 是 素数 ， 

(119 258x=131(mod 348); 

Gii) 3x=10(mod 29); 

(iv) 47x=89(mod 111); 

(v) 660x==595(mod 1385); 

(vi) 1215х=:560 (тоа 2755) ‹ 

2. #02, т) = 1， 则 同 余 式 
2kx=:b(modm) 

有 解 ， 应 用 同 余 的 性 质 7“， 建 立 一 种 简单 的 解法 ， 

5。 应 用 上 题 的 方法 解 第 一 题 (i) 。 

4. 仿照 第 二 题 的 方法 ， 写 出 下 面 间 余 式 的 一 种 简单 解法 ， 
3kx==b(modm), (3, m)=1 (а) 


153 


5。 用 上 题 方法 解 第 一 题 (iv)， 
6. (а, ш) = 1，1<a<m， 推 广 习 题 2，4 的 方法 ， 证 明 要 
求 得 同 余 式 
ax=b(mod т) . (D 
的 解答 ， 可 以 先 从 找 出 同 余 式 b+ mt 二 0(modp) (p 是 a 的 素 因 数 ) 
的 解答 着 手 ， 次 应 用 同 余 的 性 质 7* 以 求 (1) 的 解 。 并 用 此 法 解说 Ж 
式 
1296x==1125(mod 1935), 
注 ， 习 题 2 4,6 为 我 们 提供 了 一 种 纹 简 单 的 解 一 元 一 次 邮 余 起 的 方法 。 
7。 应 用 同 余 的 性 质 4 "与 10"， 求 下 列 联 立 局 余 式 
x + 4y==29(mod 143) 
{ ж -зуже5зшодз› 
的 解 。 
8. #ax=b(mod m), B(a, m)=1, 则 这 个 同 余 式 的 叭 一 解 


用 记号 x= ° (mod m) 3 & 25, R° L, L, t, p (mod D 
3 


1 2 
9. Ж: ду 010993): 37 


10。 导 出 下 列 诸 公式 : 
bk 


(Ci) #(a, т) = (К, m)=1, m= РК mod m) 
a ak 


49 
(mod50); 109 mod 121). 


(ii) Ж (а, т) = (аз, т) = 1, 则 


bi, bz asbitaibs (mod m); 


aí аз аңа: 

Gii) Fap т) = (аз, т) =], 则 
bi. Ёз. bibs mod т); 
ar ag aras 

(iv ) bi : br. bias (mod m), 
al аз abs 


其 中 а аз, b jm H ж, н? ha 是 同 余 式 了 2 x = bl 
a аз аз а; 
(modm) 的 解 。 
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11， 应 用 例 3。7， 证 明定 理 4 *1, 
12。 求 下 列 同 余 式 组 的 解 ， 

x==2 (mod 11), 
(11)4 x=5(mod 7), 


. x=3(mod 7), 
cof 
хаз 4 (mod 5); 


x=5(mod 11); 


хае1(той 7), 
| орн, 
8х==4 (mod 9), 
185。 解 下 列 各 题 〈 杨辉 《 续 古 摘 奇 算法 》(1275) ), 
Ci) 七 数 剩 一 ， 八 数 剩 二 ， 九 数 剩 四 ， 问 本 数 : - 
Gi) 二 数 余 一 ， 五 数 余 二 ， 七 数 余 三 ， 九 数 余 五 ， 问 本 数 ; 
Gi 十 一 数 余 三 ， 七 十 二 数 余 二 ， 十 三 数 余 一 ， 问 本 数 。 
14. 证明， 同 余 式 组 


{ 520100 ту) (a) 
x==a (mod mz) 
HERRE: x=a(mod( mi, тз 7). $) 
15。 落 nilmi(n=1，…，k)， 其 中 (at пр=1,. (ix ]=1, 
>, k), B 
(ni пу, =S nkJj= Ста, тз, +, mk), 则 有 解 的 同 余 式 
组 
x=bi(mod mi) (i =1, 2, =, k) (a) 
的 解 与 同 余 式 组 
x=b;(mod n) (i=1, 2, *, k) (b) 
的 解 相同 。 


此 题 的 结论 ， 给 我 们 一 种 用 孙子 定理 解 符合 定理 4。6 条 件 的 同 余 
式 组 (a) 的 方法 。 
16. 


х==2 ( той7 >, 
Gi) #D@¿ x=5 (mod9 )， 
x=]11 ( modi5), 
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а) ЖЖЖ, иан, D-LT—+TT Ж ҖУЯ 
十 ， 以 二 百 四 十 七 暴 减 之 剩 一 百 四 十 ， 以 三 百 九 十 一 累 减 之 剩 二 百 四 
十 五 ， 以 一 百 八 十 七 累 减 之 剩 一 百 零 九 ， 问 总 数 若 干 ? С Ж. 
《 求 一 术 通 解 》 | 
17。 甲 、 乙 两 港 的 距离 不 超过 5000 公 里 ， 今 有 三 只 轮船 于 某 天 零 
时 从 甲 港 开 往 乙 港 ， 假 定 三 只 轮船 每 天 24 小 时 都 是 匀速 航行 ， 若 干 天 
后 的 零 时 第 一 只 轮船 首先 到 达 ， 几 天 后 的 18 时 ， 第 二 只 轮船 也 到 达 ， 
几 天 后 的 8 时 ， 第 三 只 轮船 也 到 达 了 。 假 若 每 天 第 一 只 轮船 E 3002 
里 ， 第 二 只 轮船 走 240 公 里 ， 第 三 只 轮船 走 180 公 里 ， 问 里 、 乙 两 港 实 
际 距 离 是 多 少 公 里 ? 三 只 轮船 各 走 多 长 时 间 ? 
$. SMER, ATERT 分 解 下 列 多 项 式 为 因 式 〔 对 于 模 7 
用 验算 法 去 求 它们 的 根 ) 
(i) 3xt+x2+5x~2; (11) 2х3$+5х2-2х—3; 
: (iii) x4—2x2+ x+4, 
19。 对 于 模 11 分 解 下 列 多 项 式 为 因 式 ， 
G) 2х*+х%—3х—-2х-2; (11) х*+х+4, 
”20。 求 下 列 同 余 式 的 解 ， | 
G) x7?-—6=0 (mod5); Gi) х#—2х7+х5—х%—х+3==0 
(mod5); Gii) 6х®+27х®+17х + 20=0(mod30); 
(iv) 31х4 + 57х8 + 96x + 191==0 (mod 225), 
21, ЖУАНА + 123590; G) х2. 2х - 10 (шойт) А # # 
两 个 不 同 的 解 ! (ii) xš+x-3==0(mod7)Ë208 Z4-2Bj É 88, 
22。 设 个 未 知 数 的 同 余 式 组 ， 
ёз1ху+аруху++е + ашха, 
аз1ху+ а Ху + ө + архе ру, 
(modm) (1) 
Ak1X1 таках а He архе br 
Ф l=aixitaixs+- ana bi, Шс + calg f + cklk 


=0(mod ш) (с m)=1, {2 li=0(mod m), 所 得 的 新 闻 余 式 组 
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(2)， 证 肯 (2) 与 (1) 同 解 。 
应 用 上 述 结论 ， 仿 照 解 线性 方程 组 的 方法 ， 


2x+y 一 2 三 59 
3x — 2у + z==4, (mod 9) 


x + 2у ~ 32==6, 


解 


25。 歌 诀 ， 
“ЖЕЗ ШЕШ, ЖАНА ЕН. 
КЕТЕН, ЛИЛЕ ЖОН, 
Ахила, AZARES, 
лон, ИЛОНА. ” 

AHA, ШУ. 

24, БООЖ, ЗДН 


2 1 -1 ; 
3 -2 (mod 29) 
1 3 -3! 
其 对 应 关系 如 下 ， 
~, а, b с v, v, X, у, Z, ж, 4# ` 
0, 1, 2, 3, = 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 


在 密码 上 写 一 个 字 “victor2” 求 出 它 的 解答 。 
25。 设 nfp- 1，na>1，(a，p) =1, EHARA ` 
x"=a(modp) 
Prl : 
kaiii =l(mod p)， 并 且 有 解 时 ， 就 有 n 个 解 。 
. BnB ERK, (a, m)=1, FHEARRA =a (modm) 
ар m)， 证 明 这 同 余 式 的 一 切 解 ， TURR 
x==yx (mod m), | 


ЯНУ уз (шой ш) К, 


15? 


第 五 章 ”二 次 同 余 式 与 平方 剩余 


本 章 的 目的 是 比较 深入 地 讨论 二 次 同 余 式 ， 并 把 它 归 结 

为 讨论 形 如 
x’=a(modm) ` 

的 同 余 式 ， 从 而 引入 平方 剩余 和 平方 非 剩 余 的 概念 ， 再 应 用 
惑 让 得 ( Legendre ) 符号 和 雅 可 比 ( Jacobi ) 符 号 (两 个 
常用 的 数论 函数 ) 去 讨论 当 模 m = р ЖН] Ca, р) =1 的 
a 是 否 二 次 剩余 ， 进 而 研究 m 为 合 数 的 情况 ， 最 后 再 应 用 本 
章 的 知识 来 解决 两 个 不 定 方程 的 癌 题 ,简单 介绍 华 林 
(Waring) 问 题 。 


第 一 节 ”一般 二 次 同 余 式 

形 如 ax2+bx+c=0(modm)a>=0(modm) (1) 
的 四 是 自然 数 的 整 系数 同 余 式 ,叫做 二 次 同 余 式 (quadratic 
congruences), 

一 个 二 次 同 余 式 ， 可 能 没有 解 ， 如 x* -3 二 0(mod7 ) 
没有 解 ， 也 可 能 解 的 数目 多 于 2，x?-1=0(mod8 ) ， 就 
#x=1, 3, 5, 7(mod 8 ) 四 个 解 。 所 以 首先 要 讨论 (1 ) 
什么 时 候 有 解 ， 其 次 研究 解 的 数量 与 解法 的 问题 ， 

териери 是 它 的 标准 分 解 式 ， 则 由 定 理 4.8 知 
道 ，( 1 ) 与 同 余 式 组 | 

ах? + Бх + c = (той p. )(i=1, =, k) (2) 


同 解 ， 并 且 若 ( 2 ) 的 第 i 个 同 余 式 关于 模 p i 的 解数 A Т, 
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时 ， 则 ( 1 ) 关 于 模 m 的 解数 为 ， 
T=T,T,- Tk, 
因此 ， 我 们 首先 应 讨论 ( 2 ) 的 每 一 个 同 余 式 是 否 有 解 ， 
f(x)=ax°+bx+ с=0(той p”) (3) 
# p° (а, b, с), 则 任 一 整数 都 满足 ( 3 )， 即 (3 ) 有 解 > 
且 其 解数 是 P" 。 若 p 1 (a，b，c)(〈 表 示 p |1(a，b ，c) ， 
而 pr+1l+(a， b， с)), га, 则 可 先 解 同 余 式 


2 xt} -x+ -S 00 той P% 5) (3) 
| р ЕЕ | 
жарк, b, SO. OMRON is WR pt 
(a, b, c), 


. (i) 车 pi1(a，b)， 则 pl1c， 这 时 同 余 式 
f(x)==0(mod p) | 
没有 解 ， 事 实 上 ， 任 给 x。 都 月 plaxo + bx。，ptc 一 > 
ptax2+bxo+c., 
(ш) #*р+а, p+b, W f’(x)=2ax+b=0 (mod p) Ж 
解 ， 因 此 由 定理 4。9 知 道 ，( 3 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 
ах? + bx+ c= 0(mod p) 
有 解 。 因 为 上 面 的 同 余 式 实际 就 是 bx+ c=0(mod р), 而 
(p, b)=1, HER ТАНЪ, AE 3 ) 亦 有 解 。 
Gii) pta, p>2, W (p%, 4а) =1, 4а (3) 
后 再 配方 ， 即 得 
(2ах + )2 ~ А =0(той р), А=Ь°—4ас, (4) 
显然 (4 ) 与 (3 ) 同 解 ， 用 y 代 2ax+b， 得 
y*—- A=0(mod р“) (5) 
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现在 证 明 ( 3 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 (5 ) 有 解 。 上 面 的 讨 
论 ， 实 际 上 已 证 明了 必要 性 。 
下 面 证 明 其 充分 性 ， 设 ( 5 ) НУ ву, (шой р? ) B 
yo- A=0(mod р), 因为 (2a，p" ) =1， 所 以 
2ax+b=yu(mod pf) 
有 解 x 二 xo。(mod p”), Bp2ax, +b=y,(modp*%), 
(2axo – )? ~ A=0( mod p? )， 即 (3 ) 有 和 解 x=X。 
(mod р“), ис 
Чу) 最 后 讨论 ，p = 2，2+a 的 情形 。 车 2+b， 则 
f’ (x)= 2ax+b=0(mod2) 无 解 ， 与 (ii) 的 讨论 一 样 ， 即 知 
(3 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 
ах? + bx + c=0(mod 2) 
有 解 。 并 由 费 马 定理 知道 ;对 于 任何 x 都 有 xs =x(mod 2) , 
用 x 替换 上 同 余 式 的 x*?， 得 到 与 上 式 同 解 的 同 余 式 
(a+b)x+ c=0(mod 2), : 
但 是 21a+ b， 故 ( 3 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 2|c。 | 
车 21b， 则 可 设 b = 26,, ЖЕН (27, а) = 1, Ж |] 
余 式 ( 3 ) 与 同 余 式 ы 
(ax)? + 2b,(ax)+ac=(ax+b, ТИ А=-бошойда )` 
: | КУ 
同 解 ， 其 中 A =b1l 一 ac。 仿 (二 i) 可 以 证 明 (4') 有 解 的 % Ж 
ЖЖ i 
у®— А =0(той2%), y=ax+b, “(5’) 
有 解 。 | 
总 之 ， 要 判断 一 个 一 般 二 次 同 余 式 ( 3 ) 是 否 有 解 ， 一 定 
可 以 化 为 判断 形 如 ( 5) C 8838057) ) 的 同 余 式 是 否 有 解 。 
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今 转 而 讨论 (5)， 若 也 |A， 则 (5 ) 成 为 

y2=0(mod P% ), 
容易 求 出 它 的 一 切 解 ， 

Фер" ФА, Ер? | ACa>B>0, =>A =p 有 A， 
РРА. 车 >>0， 则 ( 5 ) 有 和 解 的 必要 条 件 ДЕ: ply, р! 
|y=>y=pYt, ри, #р= рї 是 (5 ) 的 解 ， 则 代入 (5) 
得 | | | 

p?” р? А, =0(той р"), p+t?, pA: (6) 
由 (6 ) др? = (pt, рз) = (р? А,, р“) = pË ; 

2Y = 有。 
这 说 明了 ， 只 有 当 B 是 偶数 时 ，( 5 ) 才 可 能 有 解 ,至 于 B = >Y 
AAEN, DERAH, хая 
- A=0( mod p° B), (А,, ра-В) =1, 有 没有 
解 而 定 ， 

综 上 所 述 ， 要 讨论 一 般 二 次 同 余 式 有 没有 解 的 问题 ， 思 

结 为 讨论 二 次 同 余 式 


х =а(той р“ ), (а, рё) =1 (7) 
有 没有 解 的 问题 ， 或 者 更 一 般 了 地 ， 讨 论 
х®=ша(шоф m), (a, m)=1,. (8) 


有 没有 解 。 为 此 我 们 引入 
定义 5. 1 若 同 余 式 ( 8 ) 有 解 ， 则 a MANTIA 
余 或 二 次 剩余 《quadratic residue); 车 (8 ) 无 解 ， 则 anl 


做 模 m 的 平方 非 剩余 或 二 次 非 剩余 (quadratic non-resi- 
due), 
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第 二 节 ，” 奇 素数 的 平方 剩余 和 平方 非 剩 余 

本 节 只 讨论 奇 素数 p( 本 章 无 特别 说 明 p 都 表示 奇 素数 ) 

的 平方 剩余 和 平方 非 剩 余 ， 即 讨论 形 如 
x2=a(mod р), (а, р) =1 (9) 
的 同 余 式 的 解 。 

由 定理 4。11 系 2 知道 ，( 9 ) 蔡 有 解 时 ， 只 有 两 个 W. 
事实 上 ， Æ xi == a(mod p), M] (— x,)2=a(mod p) 并 且 x。 
а ~ xÍ (mod p), |N ЛАН ЙН, 2x=0(mod p), W (P,2) 
=l, (p, x')=1==>(p, 2x,)=1, <J SW ЁШ]. 

在 模 P 的 互 素 剩余 系 

-BIL u, 
5 
中 ， 有 且 只 有 ?了 7 个 是 平方 剩余 ， 即 与 


1 


—1, 1, v > (10) 


(+1)2, (+2)2, +, пэ 


Hk? =1?(mod р), 0о<к<1< P=. , 则 x2 三 12(mod р), 
РНН А ROD 中 有 4 个 解 x -1 l, =k, 
k， 这 与 定理 4。11 系 2 的 结论 矛盾 .此 外 (10 ) 中 另 PaL 
个 数 ， 都 不 与 任何 一 个 数 的 平方 同 余 ,， 所 以 (10) 中 有 
"> 个 数目 是 平方 剩余 ， 卫 21- 个 数目 是 平方 非 剩 余 А 
而 得 到 

定理 5. 1 模 p 的 互 迷 剩余 系 CO) 中 有 ?2 个 数目 
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— Fh ma Ñ. a `." >ш VI 


Жр, 【个 数目 是 模 p 的 平方 非 剩余 。 
定理 5。2 《〔 欧 拉 判别 条 件 ) 如 果 ( a，p)=1，a 是 模 
риз, ЖЖ 


p-1 

a 2 =1(mod p); (11) 
而 如 果 a 是 模 p 的 平方 非 剩 余 ， 那 末 

"z =- 1(mod p). (12) 


a 
证 明 ”由 费 马 定理 知道 ， 当 (a，p)=1 时 ， 有 
aP -1=1(тойр), 


p-1 PZL 9-1 
即 a -1=(a 2 -1)(a 2 +1)=0(mod p), 


因为 p 是 奇 素数 ， 所 以 上 式 右边 必 有 一 因子 被 p 整除 ， 并 上 且 
只 有 -因子 被 整除， 因为 如 果 二 因子 都 被 p 整 除 ， 那 末 


p-1 р-1 
(Ga 2 -1)+(а 2 +1))=әр 2, 


这 是 不 可 能 的 。 所 以 对 于 任何 (a， Daki HAR 
(11) 和 (12) 有 有 旦 只 有 一 个 成 立 ， 
但 是 对 于 所 有 的 平方 剩余 4*， 总 有 一 个 x。, 使 得 
ху =a(mod р). 

因为 (xo，p) =1, хїгї е (той p) ， 所 以 把 上 式 的 两 边 
了 二 工 次 乘 方 ， 就 得 到 (11)， 这 就 是 说 (10) 中 的 2! 个 平 
хаят ив, 并 且 由 定理 4 > 11 系 2 知道 (1) 的 角 
数 不 多 于 -。 由 费 马 定理 知 aP-1 三 1(mod p) 有 (p-1) 


+, КОРИ 《 模 p 的 平方 
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EHR). 
因为 平方 剩余 和 平方 非 剩 余 是 排 中 的 ， 所 以 定理 52 实 
际 包含 下 列 四 命题 .在 (a，p) = 1 的 前 提 下 ， 


a 满足 (11) 二 >a 是 模 P 的 平方 剩余 ; 
a 不 满足 (11) С 即 a 满足 (12) ] ариз J E 34 


例 5。1 求 出 模 13 的 平方 剩余 和 平方 非 剩 余 。 

解 (х+1)%?=], (42)? =4, (+3)2m-4, (+4)2 
3, (+5)2==-1, (+6)?=—3(mod 13), 0-4, -3, 
-1，1，3 ，4 是 模 13 的 平方 剩余 ，- 6，-5，-2，2，5， 
6 是 模 13 的 平方 非 剩 余 。 

Ж ”车 a 是 模 p 的 平方 剩余 , 则 同 余 式 (9 刚好 有 两 个 解 。 

此 系 是 定理 4。11 系 2 的 直接 结论 .但 亦 可 用 4。12 及 欧 
HARF, ERAT: 


р-1 р-1. A 

ÜE x -a ? s(x?) 2 -a 2 , 
p-1 => 
xz -ajx -a 2 ， 


-1 


Р-1 
当 a 是 模 p 的 平方 剩余 时 ，a 2 ==1(modp)， 所 以 用 xz -a 
B - 1 时 ， 其 余 式 的 系数 都 是 p 的 倍数 ， 由 定理 4.12 知 
(9 ) 刚 好 有 两 个 解 。 
第 三 节 勒 让 得 符号 
上 节 虽 然 介绍 了 用 欧 拉 判 别 条 件 来 判别 a 是 否 p 的 平方 
剩余 的 方法 ， 但 当 p 相 当 大 时 ， 用 起 来 确 有 困难 ， 为 了 判别 
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的 方便 ， 本 节 引 入 勤 让 得 符号 。 
定义 5 2 505) 叫做 a 关于 p 的 勒 让 得 符号 
C Legendre’s symlol ) ,这 个 符号 是 对 于 给 定 的 奇 素数 p， 
定义 在 一 切 整 数 a 上 的 函数 ， 它 的 值 规定 如 下 ， 
1， 若 a 是 模 p 的 平方 剩余 ， 
(2) = -1, 车 a 是 模 p 的 平方 非 剩余， 
0， 若 pla. 
由 定义 сео 可 以 看 出 ， 若 能 迅速 地 计算 出 ( 2 ) вив, 
就 可 确定 a 是 否 模 p 的 平方 剩余 。 也 就 可 以 知道 ， 同 余 式 


x2=a(mod p) 
是 否 有 解 。 下 面 先 讨论 勒 让 得 符号 的 一 些 性 质 ， 由 定理 5.2 
立即 得 到 ， 


1° (#)== T (поа p). 


3° (2) +1. 


证 明 1=1 因 此 1 是 模 p 的 平方 剩余 ， 
性 质 1 "中 取 a = - 1， 立 得 


4° (=)= =. Е 
-因为 当 p 是 形 如 4m + 1 的 素数 时 ， 了 了 二 是 偶数 ， 而 当 
p 是 形 如 4m+ 3 的 素数 时 ，- = 是 奇数 ， 所 以 对 于 形 如 


4m+ 1 的 素数 -1 是 平方 剩余 ， 对 于 形 如 4m+ 3 的 素数 -1 是 
FHERR. 
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证 明 由 性 质 !"， 得 


人 Jes, 
Су у) 
5° 立 即 可 得 

6° 车 (b，p)=1， TES )= (5 ). 

АННИ ИЗВ, ЕТА 
分 母 ， 但 不 是 分 数 ， 不 过 借用 分 子 、 分 母 的 词汇 而 已 


性 质 6* 指 出 ， 惑 让 得 符号 的 分 子 里 可 以 去 掉 任 意 的 平方 因 
+. 
为 了 得 出 勒 让 得 符号 的 进一步 性 质 ， 我 们 来 讨论 同 余 式 


组 ; Sp1= PZL, (a, р)=1 


ae 1==,Y,(mod p), 


а • pi =£: Y, i (mod p), | 
其 中 siY 是 at(t= 1，…，P1) 的 绝对 最 小 剩余 ， 而 0<y,< 
р, &= +1, Жн яше p R.J 余 的 
eiyiseiyi (mod p)=>a + i=a » j ( mod p) =>i=; 
(mod p)， 这 是 不 可 能 的 。 由 定理 3。5 系 2 知道 ， 数 目 


a.l, —а,1, а*2,‚ —а*2, ++, ap, -ар, 
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是 模 p 的 一 个 互 素 剩 余 系 。 它 们 的 绝对 最 小 剩余 分 别 是 
El1Y1, ~&1Y1, Єз, Z ET Ya ° o E€piYpi э 

~ Epi Ypie 
该 叙 列 中 的 正 值 Y1,，Y;，…，Yp1 是 1，2,，…，P1 的 一 个 排 
列 ， 所 以 把 同 余 式 组 (14 ) 的 两 边 乘 起 来 ， 并 约 掉 pi! = Y, 
Yatt Ypis 得 

р-1 

а 2 =ele2'"ep1i(mod р), 


从 而 得 到 | 
1° ФЕ, Єз, "tts sp1 是 同 余 式 组 (14) 中 的 数目 (+1 
H-1), MW 


(5) = 
5) SEE Epe 

由 性 质 7* 及 数论 函数 “г? ; 可 以 求 出 勤 让 得 符号 最 完 
善 的 表示 式 ， 事实 上 ， 在 (14) 中 ， 当 at [Ж ЛМЕЙ ЖЯ: 大 于 
pi 时 ，st= -1， 这 时 CEI=2k+t 1;， 当 at 的 最 小 正 剩余 


Zat 
、 《一 一 ) 
<р, &‹{=1, 这 时 [时] = 1, 即 s,=(-1) ? H 


而 
Та 2at 
Deth 


2 — p 
ЕЕ, рр = ( — 1) 1 А 


йЗ | 
Pi а 
2аї ` 
> [一 一 . 
р (15) 
° Й = Й їй a =(= t=1 
8° фа, p)=1 则 (二 ) (=1) 


9° 若 a 是 奇数 ， (а, р)=1, 则 
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证 明 因为 a+ p 是 偶数 ， 由 性 质 2" 知 


(22) (2+2 )- (2 1) (22) 


tul 
到 所 要 的 结论 。 
性 质 9°* 的 等 式 中 ， 取 a = 1， 得 


Ру | р-1 b2-1 
РЕ PZL. PTL, УЧЕ РУР 


02—1 


w (2) -CD 5 (16) 
2 2_ 
因为 人 -l smz 土 ?mm 是 偶数 ， -8 1 


= п“ +6т+ 1 是 奇数 。 从 而 推 得 ， у 
的 平方 剩余 ， 是 形 如 8m + 3 的 素数 的 平方 非 剩余 ， 即 
11° 对 奇 素数 p， 
1, "ip=8m+1Bj; 
Р)” 2, 当 p = 8m +3 时 。 
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由 性 质 9* 及 10° 立 即 得 到 比 (15) 计 算 基 少 的 - 
12° `4 (a, р)=1, a 是 奇数 时 ， 


pl at | 
a эъ? an 
(5) =(-1) 


要 注意 (17) 与 (15) 的 差别 ,例如 ， 


6 


7t 
7 12° t=1 187 
-- 一 一 一 一 7 = — 8 — _ 
(=c (-D°= -1 
ñ 
i 14t 
Lgo 
( 7 jono 13 =(—1)it2+8+4+6+0- 
13 
=(—1)?!=-1 
6 ]2{ 
Y C 13 
t=1 =-1, 


车 改 用 性 质 12° 的 (17) 式 ， м(-5.) =(-1) zj =1, | 
Pra 


这 是 错误 的 ， 
定理 5 .3 《二 次 反 转 定律 一 quadratic reciprocity 
law — ) 如 果 p 和 q 都 是 奇 素数 ， (p, q)= 1,0} Е 


р-1 9-І ' , 
qNV_， 2 ' 95 {р | ; 
(sco? *(Ф). as) 
(18) 是 表示 p 与 4 相互 的 平方 剩余 的 关系 ， 当 且 仅 当 p， 

q 都 是 4m + 3 形 的 奇 素数 时 ， 
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0): 
当 p 与 q 中 至 少 有 一 个 是 4m+ 1 形 的 奇 素数 时 ， 


(9-06) 


由 性 质 12" 知 ， 当 p，4 是 奇数 时 ， 有 
(2) =‹ -р, (2)=‹-0" 一 (3)- 
cD (E), | 


今 只 需 证 明 S,+ 5, = p191 И], 

讨论 p19qi 个 数 对 Сах, py), x=1, 2, =s ру, у = 
1, 2, +, qis В Cas у) =1, ИЖИ Н ру = qx 的 
情况 出 现 , Ф piq =5;/+5/, HRS ДД E ру<ах 的 数 


3} Сах, py) 的 个 数 ， S/ 是 满足 py>qx 的 数 对 (qx , ру) 
的 个 数 。 因 而 S/ 是 适合 7 < З x 的 数 对 的 个 数 ， 当 给 定 一 个 
x 值 之 后 ， 就 有 y = 1， 2, +, СЧ x3 时 ,都 满 是 不 等 式 py < 


qx， 亦 即 对 给 定 的 x， 满 居 py<ax 的 数 对 (qx,,py ) 有 
со. 同 理 当 给 定 一 个 y 值 之 后 ， 满 足 不 等 式 dxx<py 的 


数 对 (qx，py ) СРУ. 
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Ру 
5, De S. Ste СРУ Ss, 


x=1 y=1 


ЯК Вр 


Р-1, 9-1 
n E, 

二 次 反 转 定律 的 证 明 方法 是 有 多 种 多 样 的 ， 这 里 的 证 明 
所 用 的 基础 知识 比较 少 。 

1783 年 网 拉 首 先 发 现 二 次 反 转 定律 ， 但 是 没有 证 明 它 ， 
1785 年 勒 让 得 重新 发 现 这 个 定律 ， 并 予以 证 明 ， 但 其 证 法 不 
够 理想 ，1790 年 他 倡议 引入 今天 所 谓 的 勒 让 得 符号 ， 把 二 次 
反 转 定律 表示 成 ， 当 p，q 是 不 同 的 奇 素数 时 ， 则 

p q P71, 47-1 
(б), 

1798 年 高 斯 ( Gauss ) 首先 严格 地 证 明了 二 次 反 转 定 
w. 他 首先 用 完全 归纳 法 证 明了 这 个 结论 ， 并 虱 登 在 高 斯 
1801 年 出 版 的 和 名著 《Disquisitions arithmetical》(《 Ж 
学 的 研究 > ) 中 ， 后 来 高 斯 又 给 出 这 个 定律 的 六 种 证 法 ， 这 
里 的 证 法 就 是 其 中 的 一 种 略 加 简化 而 已 ， 六 种 证 法 之 后 他 又 
给 出 多 种 证 法 ， 到 现在 这 个 定理 的 证 法 共有 50 种 左右 。 

有 了 二 次 反 转 定理 ， 可 简化 勤 让 得 符号 的 计算 。 


95:2 计算 : (i) (438), Gb (2023), к 


593 1231 
593 1231 都 是 素数 。 
Ш G) 因为 438= 2。3。73， 由 性 质 5" 得 


(28) E )( тоз Сы 593 3) 
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下 面 分 别 算 出 右边 三 个 勤 让 得 符号 。 因 为 593 =8x74+ 1， 
所 以 由 性 质 10° 得 
2 Y_ 
(52) 
593-1 3-1 
3 ,ty сөзү ү 593ү 2". 
(уз) (-1) ° ? (` -)=( 3 ) 


2-1 


(2)+‹-›* = -1。 
КЛ Ла (у= 


438 
593 


IRAR =: х?2==438 C mod 593) 无 解 ， 
5438 = – 155 (mod 593 ) ， 所 以 此 题 亦 可 计算 如 
下 ， 由 性 质 2*、4" 、5"、 定 理 5。3 及 593 =4 X148+ 1 得 


з)” (Заб) = (Ба) СБ) (ак) _ 


-(- D 593-1 (58) ( 393) = (š (4) 
(F) 6) -1 
(ii) (2933) = (52 )= (ir) 5 1231 (T: 


‚(ү 1231 JG 1231 


因为 1231=8x153+7， 所 以 由 性 质 10。 А2) =1, 
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11-1 
2033). 1] =- 1231y- -( Ajet- # 
(izi (izai 110-0 


=]. В х? т92(той 1231), 


第 四 节 雅 可 比 符 号 

在 计算 勤 让 得 符号 的 时 候 ， 最 大 的 困难 是 把 分 子 分 解 成 
素 因 子 的 乘积 ， 当 数目 很 大 时 ， 甚 至 是 无 法 分 解 的 ， 为 了 避 
免 这 个 困难 ， 雅 可 比 把 勒 让 得 符号 推广 到 ， 当 分 母 是 奇 合 数 
的 情况 . 

定义 5。 3 设 m 是 大 于 1 的 奇数 ,而 且 m = pip:…95: 是 
它 的 素 因子 分 解 式 ( 这 些 因子 之 闻 可 以 有 相等 的 》， 则 雅 可 
HFE C jacobi” s учр ш eest e Ra E 


的 函数 ， 其 函数 值 是 由 下 面 等 式 给 出 ， 


(«09-96060 


右边 是 勒 让 得 符号 ， 

显然 (a，m) =, (20) = 0， 许 多 书 中 定义 5。2 
和 5 .3 都 排除 了 a 与 p 或 上 不 互 素 的 情况 ， 即 增加 一 个 条 件 
Cas, p)=1ĘR Ca, m)=1, 

必须 注意 ， 雅 可 比 符号 一 方面 是 勒 让 得 符号 的 推广 ， 另 
一 方面 又 有 一 个 重要 的 差别 ， 即 勒 让 得 符号 (可 用 DUM 
别 a 是否 模 p 的 二 次 剩余 ， 即 x*=a(mod р) 是 否 有 解 {Н 
是 雅 可 比 符号 ， 当 m 是 合 数 时 ， 就 没有 这 个 功用 了 。 例 如 ， 
因为 (2 ) = -1, x?: 三 2 (mod 3 ) 无 解 ， 所 以 x? 圭 2 ( mod 
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Daa mE) С) С) ое 
雅 可 比 符号 有 下 列 诸 性 质 ， 
1° Жа, =а, (той т), 则 人 n у=( ). 


证 明 可 由 定义 5。3 及 勒 让 得 符号 的 性 ЖИ 2°, 3 m= 
pipes pe 时 ， 得 到 


(a) СЭС СС) 
С), Е 

由 定义 5。3 及 惑 让 得 符号 的 性 质 3"， 得 

TOR 

8° (<1)-‹-› ©. | 

证 明 ёт=рур,-р, (下 面 无 特别 声明 ，m 都 用 此 式 


表示 ) 。 由 定义 5。3 及 勤 让 得 符号 性 质 4" 等 ， 以 及 24 = р 
-1(ї=1, +, г), @ 


(6) 069-60) 


ра-1 _Рз-1, Pr-1 
=(- 1) 2 2 2 
=(-1) К+ 
而 OL ш Рїр+`ер.- 1 _(1+24,)(1+24 эт ' (1+24,)-1 
2 2 ` 


=qitqz+…+qr+2N。 


174 


Я (i-on z, 

e (еее `)- («у С): 
证 明 (21827) ( 
КӨЧ 
бе) 
Cadea) 
5° ФЬ, m)=1, „СОС 
ЕНН аЬ i 


号 ， 这 样 就 可 以 回避 了 分 子 因子 分 解 的 困难 . 
定理 5. 4 设 m 和 n 是 大 于 1 的 二 奇数 ， 则 


(2) съ ("). 


证 明 “cm, п), (加 )=( 站)=0, 故 定理 


成 立 。 34 (т, п) = 18, Вт =р,...р,, n=qiq, (因子 
之 闻 可 以 相等 的 》， 则 


ССС) ): 


( 
э) 
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г s q, -1 

У DD . , 

a=ıß= ТО] р = 
=(-1)%°1ЁЙ=! (g 

Y s Q —] 

ул Ра -1у( ут в ) 
SE) 


因为 在 性 质 3* 的 证 明 中 知道 
уура. m-l a, pæ -s271 N, 
81 
зз 计算: G (855), (п) (2281). 
ноо (ор) Cas) (859) = 
(а) Са) (8) (898) - 
(а) = (0) = (5) 
--(%)()=(С%)=-()- 
sh) 
Gb (ат) (бт) (о) з) 


(ват) = (8070) = -( 学 )- 
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-7)- (7) 
例 5， 4 ЖЯ 


х22=286 ( mod 563) 及 x2 三 219(mod 383) ERAM, 
解 ” 因 为 563，383 都 是 素数 ， 故 可 以 用 雅 可 比 符号 判别 


之 。 
2622-1 
СХС 
143-1, ses- 
CD `(&)- (Сыз) (23) = 


43-1 
GCD 2 =-1, 


所 以 x2=286(mod 563) 无 解 。 
382) к -=-(6)77(эе 
5 -( 218 ) - (U) - (t 


DGG- 
(22) ее а, 


所 以 х? =219(той 383) ЖЖ. 

下 面谈 谈 同 余 式 ( 9 ) 的 实际 解法 。 自 然 当 模 p 给 定 后 ， 
亦 可 试验 +1，+2，…，+ 卫 中 有 否 (9 ) 的 解 ， 但 是 当 
p 充分 大 时 ， 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 至 今 的 解法 都 借助 于 查 
表 ， 下 面 将 介绍 两 个 由 欧 拉 判别 条 件 〈 定理 5。2 ) 直接 得 到 
的 同 余 式 ( 9 ) 的 解 的 普遍 公式 。 
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I. 设 p=4m+3, 则 了 

由 欧 拉 判别 条 件 (11)， 得 
a2m+1= 1 (mod p ) 

W Са, р) = 1, Da 乘 上 同 余 式 的 两 边 ， 得 
а2%+2 =a( mod р)==>(а“*!)?=га(шофр) 
x= +а"+!(тойр) 

是 (9 ) 的 解 。 

T. 设 p=8m+5, 221 =4m+2， 当 ( 马 )=1 时 ， 
由 (11) 得 

at™? = ](mod р) => (а2"+!+1)(а2"*!-1) =0(той р) 

=> р|а?"+! + 18ўр|а:"+:- 1Z—, 

但 不 能 同时 整除 此 二 式 。 否则 ， plea +1) (атн: 1) 

二 之 p|2， 这 是 不 可 能 的 。 于 是 有 下 列 两 种 情况 之 一 发 生 ， 

(1) #az*mz*1- 1=0(тойр) == (at!) = 
_ а(шойр), Bl x= +а"+!(тойр) (9). 

(2) #а*"*"1+ 1=0(той р) => (a™*!)?= -a 
(modp) 因 此 。 我 们 要 找到 一 个 模 p 的 平方 非 剩 余 f 来 ， 用 
#*2+2 = - 1(mod p R Ej X, 139 

(a"*1if2%1)2=a(mod р) 

所 以 x= +a"+*!f2"*1(mod p) 是 (9 ) 的 解 。 

由 于 p= 8m+5， 故 2 ÆR p АРЈЕЖ СЕ 得 符 
号 的 性 质 11" ) ， 故 ( 9 ) 的 解 是 ， 

x= +2*"t1a"”t1(mod p). 

但 是 必须 注意 ， 当 p 很 大 时 ， 这 种 解法 仍 不 方便 . 

Ш. 当 p=8m+ 1 时 ， 用 上 述 方 法 是 无 法 求 出 (9 ) 的 
解 的 。 其 解法 要 用 下 “- 章 “指数 ”的 知识 ， 且 需 查 表 ， 
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l -= 2m+r 1 ч (2) =18, 


苏联 数学 家 阿 。 恩 。 柯 尔 金 (A。H。. 开 opkaH ) 创 
造 了 一 种 方法 ， 并 借助 特制 的 一 种 表 ， 来 解 形 如 
x"=a(mod р) (19) 
的 同 余 式 ,下面 介 绍 当 p = 8k+ 1 的 素数 时 ， 同 余 式 ( 9 ) 的 
柯 尔 金 解法 ( 即 (19) 中 an=2 的 情况 ) 。 
柯 尔 金 引 理 设 p=2k+1，》 之 3 水 是 奇数 , MARR 


2 


, -1 
Z= - 1, z == - 1, e z; =: – 1(той р) (20) 


依次 有 2，2"，…，214- 1! 个 不 同 的 解 ， 并 且 前 一 个 同 余 式 的 
' 解 可 由 后 一 个 辐 余 式 的 解 经 平方 而 得 到 。 
证 明 设 f 是 模 p 的 平方 非 剩余 ， 由 (12) 有 


- А-1 
p-1 
— =Ë E=- 1(modp), (21) 


即 (人 521(modp)。 | (21)/ 
А-2 ` l. А 
所 以 z ,=U, = I° к, U,,= - U, (mod p)JË (20) 第 一 
式 的 两 个 不 同 解 . PRE, sU, i= U1s(modp)， 则 

入 一 A 
2f° =0(той p), Ñi pt2, pti, 所 以 这 是 不 可 能 的 。 
今 把 (21) 改 写 为 
和 A-3 
d? 5 
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ка — 1(mod p), (217) 


| -3 | 
因此 ， z,=U, = f° KU,,= - U, (mod p) 是 (20) 第 二 
式 的 两 个 解 ， 又 因为 

2 2 2 


Шж-1› Шш =1, U =i(mod p), 
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U,,=U, Ua U,,=U,,U,,=-U,,U,,=-U,, 
(modp) 亦 (20) 第 二 式 的 两 个 解 。 HU: U,,, О,,, Uza 
是 (20) 第 二 式 的 四 个 不 同 的 解 。 事 实 上 ， 若 

U.,= +10, , (тод p) =>U,,= *U,,U, (mod p) 

=>U,,= +1(mod р) => 0°, =1(шой p) 


5 01, = -1(mod p) 矛 盾 。 其 他 情况 亦 可 类 似 地 证 BH, 
一 般 地 ， 要 求 (20) 的 第 EL (过 入 ) 个 同 余 式 


и 
zh == — 1(тойр) 


的 全 部 解 ， 可 把 (21) 改 写 为 
А-и-1 u 

GH E)? = - (mod p) (21)% 
А-в-1 
因此 ,zp =Up = f° К Up= - Оа (той P) URU шы 
与 (20) 中 第 一 至 第 上 - 1 个 同 余 式 的 解 之 积 ， 都 是 (20)( 的 
解 ， 并 且 这 些 解 关于 模 p 是 互 不 同 余 的 。 也 就 是 (21)( 还 有 
如 下 的 2+22+…+2n-1= 28 一 2 个 解 ， 

Ups=UnUp, Оше 127и, Ugs=U21Up s Ung 
=U24Up s, О, ава 0-1, 2-1. Upi(mod p); 其 中 
无 两 个 关于 模 p 是 同 余 的 。 因 为 ， 若 对 于 小 于 的 E，p 有 

U,iUtn=U,iUpo (mod р) => Uen=Upo(mod р ) 这 是 
不 可 能 的 。 事实 上 ， 车 =PpP，11 关 0o， 则 Uen 与 Upo 是 (20) 
第 5 式 的 两 个 不 同 的 解 ， 若 E 夺 Pp， 可 设 &E<P， 则 


CU)? =-1(modp), 


2p 本 PTS р-Ё 
(Ui) =((U,) ] =(-1) =l(modp), 
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КА Uaen Оь (той р), 
RME, ЕО, Чо УНТ p 亦 不 同 余 。 
最 后 ， 证 明 引 理 的 后 一 部 分 ， 显 然 
Ош, Мил, с» О, oh (a) 
中 每 一 个 的 平方 ， 都 是 (20) 第 上 A- 1 个 同 余 式 的 解 ， 即 Z 必 
与 
Оа-1, 5 Оа-т, 29 + Up-1, 2—1 (B) 
之 一 关于 模 p 同 余 ， 要 求 
02 = О2 (mod p) 
成 立 ， 应 有 
(Uun — Оно) (Uun + Uno )==0(mod p), 
因为 no， 所 以 只 能 是 
Uun= ~ Upo(mod p), 
也 就 是 说 ，(a ) 中 仅 有 两 个 数 《 即 + Un) 的 平方 同 对 应 于 
(B) 的 一 个 数 ， 所 以 (B) 的 任 一 数 都 可 以 由 Ca ) 的 某 个 数 经 
平方 而 得 到 。 
柯 尔 金 把 (20) 中 所 有 同 余 式 的 解 的 绝对 最 小 剩余 ， 称 为 
3⁄ p 的 平方 特征 (square characteristic), ， 他 曾 就 5000 
以 内 的 素数 p 造 出 它们 的 平方 特征 表 来 。 克 。 阿 。 波 瑟 ( 开 ， 
А+Поссе ) 继续 造 出 10000 以 内 的 p 的 平方 特征 表 。 上 面 
(а), (В) р 的 第 &、& - 1 组 的 平方 特征 ， 并 B É: 
知 (8) 的 每 一 个 数 都 可 由 (a) 的 某 一 数 平方 而 得 到 , 
定理 5 :5 Брелки, (5) =1, ш 
х®=а(тоф р) (a) 
有 且 只 有 下 列 三 种 情况 之 一 ， 
(1) Hak =1(mod p) 时 ， 其 解 为 ， 
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k+1 
x= +a 2 (mod p); 


(2) ак 三 -1(modp) 时 , f 是 模 p 的 任 一 平方 非 
Ж, ШЕУ. 


А-2 К+1 
2 ka 2 (тойр); 


(3) ща? Кы – 10 тоб р), 2%5%А2А, ак =}? 
(шой p), р b 是 数 p 的 某 一 第 À —s+1 组 的 平方 特征 ,bt 
三 1(mod p) 时 ， 则 (9 ) 的 解 是 ， 

k+l 
x= +a 2 t(mod p), 


证 明 因为 ( *)=1, ши, Ж 


p-1 \-1 
a 2 =a Ё=1(шойр), 


先 证 明 : 要 吗 就 是 ak = (mod р); 要 吗 就 是 在 数列 


\-2 和 -3 
а ‚аё k .., ak， ak 
中 ， 有 一 个 数 关于 模 p 与 ~ 1 同 余 。 因 为 

\-1 \-2 \-2 


а* k_1= (а? k_ (a° кт) =0(тойр), 


左边 二 因 式 中 ， 有 且 只 有 一 个 数 被 p 除 尽 。 
E plaz ®® +1， 则 论断 已 被 证 明 。 


\- \- \- 
$ pla? KE ра 6. 1а? "к, 
à- 8 
重复 上 面 的 讨论 ， 若 p |: + 1 ， 则 论断 已 被 证 明 ， 
若 
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- - 4 \- 4 
pla2” Sk 1—>p| (аё k+1)(as к-т) 


ра? k +1(5= 2, ``. . 入 中 之 一 ) ， 或 
plat- 1 。 这 就 证 明了 所 要 的 结论 ， 


下 面 分 三 种 情况 ， 
k+ `2? 
(1) atic moqp) >а 1 = ( 2 ) 
=a( mod p), 
k+ 1 


"x 三 +a 2 (modp) 是 (9 ) 的 解 . 


` k+ 1 2 
(2) аа mod p) — (a 2 ) = -а 
(тоёр), ií Жр 的 一 个 平方 非 剩 余 ， 即 


р-1 A-1 л- 2, Et1i\2 
£ 2 = f° t  l(modp) => (f? k, 2 ) 
=a( mod p ), 
k+1 
' À - 2 - 
.. x= +? k, 2 С mod p) 
是 同 余 式 ( 9 ) 的 解 。 
2475k 
(3) a =-1(шойр),2<5<А, 
即 (ау ®ш-1(тойр). 


В, а 是 (20 ) 中 第 (入 -s ) 个 同 余 式 的 一 个 解 C 即 数 p 
的 第 入 - s 组 平方 特征 中 的 一 个 ) ， 并 且 由 柯 尔 金 引 理 知 道 

a=b? ( mod p ) (22) 
里 的 b 是 (20 ) 中 第 (入 -s+1) 个 辐 余 式 的 一 个 解 ， 以 a 
ЕС 22 ) 的 两 边 ， 得 


k+ 1 ` 2 . 
(a 2 ) =a b?( modp), 
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BU Cb, p) = 1， 所 以 可 以 求 出 bi= iç тоёр > 的 解 t， 
并 得 


(ы: 2 EDI = a( mod p), 
k+ 1 


^ x= +a 2 t( modp) 
是 同 余 式 (9 ) 的 解 。 
综合 上 述 ， 我 们 得 到 ， 奇 素数 р 为 模 的 二 次 同 余 式 ( 9) 
解 的 公式 如 下 ， 
I. p=4m+ 3 , x= +a""1 ( mod p ); 
I. p=8m+ 3 时 ， 
C1) Ма sl(rmodp) 时 ,xs=+tanrlmodp) 
(2) 34 a2"t1==-1( modp ) hh, x= + 229m+1i gm+1 
(modp); : 


À 
E. p=8m+1= 2 k+ 1, А223, k 是 奇数 时 ， 


(1) аќ 1 (тойр ) в, x= +a 2 ( mod p ); 


(2) щак= -1( modp ) 时 ， 
А-2 К+1 
f? ka 2 (modp), 


x= + 
其 中 (二 ) = -21 


(3) 当 a2 1C modp ), 2<5<, 
ака}? ( mod p ), bt=1( modp ), 其 中 b 是 ( 20 ) 的 第 
和 A 一 s+ 1 式 的 某 一 个 解 ， 则 


k+ 1 
х=+а 2 t( mod p) 


是 (9 ) 的 解 ， 
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015.5 解 下 诸 同 余 式 

Ci) x?=11( той43 ); (ii) x2=7( той29); 

(111) x2=23( mod101); (iv) x?=2( mod17 ); 

(у) x2=5( mod41 ) 。 

解 Ci) (5) (0) (51) = 1, maan 
余 式 有 解 ， 而 43= 4 х10+ 3, НЕТ, m=10, m+1 
=11, Ф x= +11!1( mod 43 ) Æ x2=11( mod 43 ) 的 


解 ， 经 如 下 的 计算 ， 
112 == -8 ( mod43 ), 11‘=21( mod43), 


1145211 ( mod43 >, 11:92 -2( mod43 ), 
111121 ( mod43 ), 
PFA x= +21 ( mod43 ) 是 它 的 解 
CH) (З) (0) = (0) 2, 
故 该 同 余 式 有 解 ， 而 29= 8 x 3 + 5, HI, аг": = 
77=1 (mod29 ), WU 


x= + 7 t= + 6 ( той29 》 
Ж. x2= 7 ( mod29 ) 的 解 


cio + (qJ (5) (5). 2, 
而 101= 8 x12+ 5, m=12, 2 m+ 1 =25, m+ 1 = 13, 
HA, 23%®та—1( mod101 )， 由 情形 的 (2 ) 得 
xæ t 240! ¿23 t1= +295 .2313ш+]0х49 
= +15( mod101 ) 
Ж x2==23 ( mod101 ) 的 解 。 


Civ) Y (2,)=1, 17=2*х1+1, = 4, 
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k= 1 ， 我 们 有 (20 ) 的 同 余 式 
zt==-1, 2555-1, zs= -1( mod 17) Ca) 
这 里 到了 =- 3 是 模 17 的 平方 非 剩余 ， 根 据 欧 拉 淹 别 条 
Е, (= 3)% = - 10 mod 17); (-3)‘ 三 -4( mod 17), 


因此 
5-9 
ul=f2 00-3) -4, ш, = 4( mod 17) 
是 (a ) 中 第 一 个 同 余 式 的 解 ， 而 


1-3, О 
u, =f? =(—-3)%=-8, u,;=8( mod 17), 
из5к=( -4X -8)= —2, u,,= 4 x( —8)=2 ( mod17) 

是 (a ) 中 第 二 个 同 余 式 的 解 。 最 后 


EEES . 
us =Í” =Í= —3, Us, =3, Пззш=ШууШарЕ-5, 


us = 5, Цзу и, изу 7, u, = = 7, чзт= 6, 
uss =- 6 С mod17 ) 
是 (a ) 第 三 式 的 解 
今 回头 研究 
x2=2( mod17 ) 。 


因为 a2 -234= -1Cmodl7 )， 由 情形 夏 (3 》，ak 
= 2 =2( mod17 ) (а) BE À — s = 4 — 2 = 2 4 8 # 
式 的 一 个 解 ( 即 u:，) ， 所 以 在 (a ) 的 第 三 个 同 余 式 的 解 中 
可 以 找到 一 个 b， 使 得 b?=2《 mod17 )， 事 实 F b= us, 
= 6, 6t=1( mod17 )#f# t=3 ( mod17 ), ЖИ 


k+1 
š 


x= +a t= +2 x 3 = +6( mod17 ) 


Jë x*=2( mod17 ) 的 解 。 实 际 上 ， 此 题 不 用 上 述 方法 亦 可 
直接 观察 出 上 述 结 论 。 


186 


Су) 因为 ( 号 ) = 1 ， 41=23X5+1， 故 kK=5， 


入 = 3， 我 们 有 ( 20 ) 的 同 余 式 
zi= -1, 22-10 mod41 ) 


不 难 验证 (-5 ) = -1， 故 取 f= 3 ， 仿 ( iv ) 的 方法 求 
其 解 为 : zi= + 9; z,==+ 3, +14( mod41 )。 

Ex, NA at=55=9( той41 ) a2E=z —1(mod41), 
故 用 情形 证 (3 BJ W, at=gzb2( mod41) , Bl b=3 
C mod41 ), 而 3t=1( mod41)# Ё +=14( той41), 


k+1 
又 因 a 2 =5%=2( mod41 ) ， 


А x= +(2х14 ) = +13 ( mod41 ) 
E x2=5( mod41 ) 的 解 。 

这 里 还 应 引起 读者 注意 的 是 ， 本 节 虽 已 给 出 了 模 p 的 二 
次 同 余 式 的 一 般 解 法 及 解 的 公式 ， 但 是 当 p 相当 大 时 ， 还 应 
借助 平方 特征 表 ， 才 能 求解 ， 否则 计算 量 太 大 ， | 


第 五 节 “ 合 数 模 二 次 同 余 式 ， 


以 上 各 节 我 们 讨论 了 奇 素数 模 的 同 余 式 
=a ( mod р) ‚(а, р) = 1 
有 解 的 条 件 及 其 解法 。 本 节 将 讨论 合 数 模 辐 祭 式 | 
х®%=а( шойт), (а,ш)=1. (23) 
有 解 的 条 件 及 解 的 个 数 和 求解 的 方法 и 
| .从 定理 4.8 知 道 ， 若 下 = pet .pr 是 四 的 标准 分 解 
式 ， 则 (23 ) 等 价 于 同 余 式 组 
x*=a( mod p“ )‹ i=1, =, r), .(24) 
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并 且 车 用 T; 表示 C 24 ) 的 第 i 个 同 余 式 的 解数 ， 则 ( 23 ) 的 
MAT=T T, T, ， 为 此 下 面 仅 着 重 研究 9 为 奇 素数 时 ， 
X2ssa( modpxa) a >0, (а, p)=1 (25) 
的 解 的 存在 条 件 ， 解 法 和 解 的 数量 。 
定理 5.6 ” 当 p 是 奇 素数 时 ，( 25 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 ， 


(2) = 1， 并 且 在 有 解 的 情况 下 ，( 25 ) 有 且 只 有 两 个 解 ， 
证 明 шї, 若 (号 ) = -1， ML ха С modp ) 无 
解 ， 于 是 ( 25 ) 亦 无 解 , 否则， 若 xs=xi(modpx ) 是 
С 25 ) 的 解 ， 则 
ра xi -a=>p] х? -a== х =a( mod р) =>(5) 


=1. ж5(2)- - 1 的 假设 矛盾 . 


充分 性 ; (2) = 1， 由 定理 5"2 的 系 知道 zasea 


С mod p ) 刚好 有 两 个 解 ， 设 хех, ( mod p ) 是 它 的 一 
解 ， 那 末 由 (ap)=1， 得 (xi，p)=1， 又 因 (2，p) 
=1, 得 (xp)=1。 

Ф Кх) = x-a, Шрі (хі). MAER 知 由 
x=x ( mod p ) 可 得 ( 25 ) 的 唯一 的 一 个 解 ， 所 以 (35 ) 
有 且 只 有 两 个 解 。 

下 面 讨论 当 p = 2 时 ， 同 余 式 


х?еа( шой2®), aœ>0, (2, а)=1 (26) 
有 解 的 条 件 、 解 法 及 解 的 数量 . 
显然 ， 当 a = 1 时 ，( 26 ) 对 于 任何 a 都 有 且 只 有 一 个 
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解 ， 因 此 下 面 只 讨论 a > 1 的 情况 . 

定理 5.7 设 a>1， 则 (26 ) 有 解 的 必要 条 件 是 : 
Ci) 当 a= 2 时 , a=1 (mod4);, Cii) У a 之 3 
时 ,a 三 1(mod 8 )。 

车 上 述 条 件 成 立 ， 则 ( 26 ) 有 解 ， 并 且 当 a = 2 时 ,其 
解数 是 2 ， 当 a 之 3 时 ， 其 解数 是 4 。 


证 明 #x=x,( mod2”) 是 (26) 的 任 一 解 ， 由 
《2，a)=1， 得 (xi，2)=1， 于 是 x1=1+2t,， 其 
中 ti 是 整数 ， 代 入 ( 26 ) 得 

1 +4t, (1, +1 )=a( mod2% ) 

(1) 当 a= 2 时 ，2”=4， 由 上 式 得 

a= 1(mod 4 ); 

Cii) 当 a 之 3 时 ， 则 

1+4tiCtit1)=a( mod2% ) 一 >1+d4ti(ti+1l) 

=a( той 8 ) =>a=1 ( mod 8 ). | 

这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 ， 

EZ, Ci) 当 a=2，,a=1( mod 4 ) 时 ，(26 ) 有 

x=], 3( mod 4 ) 
两 个 解 ， 且 只 有 这 两 个 解 。 

Cii) ща=3, a=1( mod 8 ) 时 ， 显 然 ( 26 ) B 
只 有 四 个 解 ， 

хзк=], -xs= 7, (xs+4)=5, - (xs+4 )=3 
( mod 8 )， 或 者 写作 ， | 

Хзј2=], Хз. 98 — Хур 27, Xs. =E5, Ху, = —xss == 3 
(mod8 ). f 

也 就 是 说 ， 一 切 奇数 都 是 x:=1(mod8 ) 的 解 ， 可 把 
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它 统一 写成 

х= +(1 +44), ts=0, +1, +*2, ++, (27) 
事实 上 ，ts = 0 时 ， (27) 表示 хз, — x J, t= 1 时 ， 
(27 ) 表 示 +(Cxs+4) 二 解 ，t 的 其 他 值 都 是 重复 出 现 上 述 
情况 。 

Жоо 3 的 情况 ，( 27 ) PR t: 的 不 同 值 亦 可 把 一 W 
奇数 对 模 2” 进行 分 类 。 如 4= 4 时 ， 取 t=0, 1, -1, 2 
时 ，( 27 ) 依次 表示 

Х==], 15; x=5, 11; х=13, 3; x=9, 7 ( mod 
16), P x=1, 15, 9, 7( mod16) 是 х®==](той16) 
的 解 ，x 生 5 11, 13, 3( mod16 ) Æ x2==9 ( mod16 ) 的 
解 。 对 于 模 16 奇 数 的 类 有 且 只 有 八 个 ， 故 t 的 其 他 值 都 是 重 
复 上 述 的 结果 ， 一 般 地 i | 

Cii) 当 a>3，asl(moda ) 时 ,只 须 考察 
(27 уо" 1 个 类 中 ， 那 些 适合 

x2==a ( mod2% ) 
Дир а=1, 9, +, 1+(2°79-1)х8( mod2% ) , 

当 a = 4 时 ， 必 须 | 

С(1+4ї,)%==1 +8t,==a ( той2* ) ==>{;” 

一 人 Стой? ) 一 >tes=ts'+2t，，ts/ = 二 


_ a-l 
= 2, 
9, = 4,7 +2t 代入 (27)》， 得 
` х=+(1+4,/+а,) = *(x,+8t,), t,=0, +1, 
AohBx,=1+4t;', 34 a=1( mod16), t” =0, = 27) 


Д{х?==1( mod16 ) 有 且 只 有 四 个 解 x 王 十 1， 土 7(mod 16); 
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当 а==9( той 16) 时 ，ts = 1 MJ x?=9( mod 16 ) 有 且 只 
AWA f x==+5, +3( mod16), Bl34a==1( mod 8 ) 时 ， 
x2=a( mod 24 ) 有 且 只 有 四 个 解 。 x= rtx,, +(х,+8) 
C mod 16), (EX 4 t= 2k 时 ，XxXs+8ts=Xs+ 16k=x, 
(mod16); 4t,=2k + 1m}, x,+8t,=x, +16k+ 8 
==x, +8 ( mod 16). 

依 此 类 推 ， 当 a= 5, a=1( mod 8 ) 时 ， 适 合同 余 式 

x?=a ( mod 2%) Cs) 

的 一 切 整数 是 ， | 

х= +(х,+161,), ts=0, +1, +2, =, (277 ) 
其 中 xs =ху+8,/, t= — 。 与 前 面 一 样 ， 易 证 (s) 
有 且 只 有 四 个 解 ， 

x= ЕХ, +(x,+16) ( mod32) 。 

一 般 地 ， 当 a=1 ( mod 8 ) B$, 适合 同 余 式 26 ) 的 一 

切 整 数 是 ， 


х= + (хо +2 1 t 05 t. =0, ж], +2, =, 


_ -2 
C27”) 其 中 Xe。 =х_,+2° tri， 


t _ ах, 
а-1 = ат ТЕТРИ 
Хк ха, +(ха+ 2951) (mod 2% ), 
WO ха==х _ р = зх] (шой 4); ха + 2а-1 = X, 


=1 ( mod4), - (ха+ 297 1) = -xa= -1(mod 4), 


АД Xa 圭一 Xe 3 xue +297156 (x. +2971 ); 


ха +2%71®— ух, (хо +291) 
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sex, € mod2* ) 
xH 
2%" las 0 (mod2% ) 


x, +2 l xa, (x, +2%7% ) ах, (той2" ), 


这 就 证 明了 条 件 的 充分 性 . 
这 个 定理 的 证 明 过 程 ， 实 际 已 给 出 求 同 余 式 ( 26 ) 的 解 
的 过 程 。 


例 5.4 fÆ x2=57( mod 64) 
解 因 57=1(mod 8 ) , 故 有 四 个 解 ， 把 
x= + (1+4t,) 

代入 原 同 余 式 ， 得 

(1+4ї;)% 257 ( mod16) ==>t,=1 (mod 2) , 
 їз^= 1, ta=1+2t,, {&А C 27 ) 得 

x= +(1+4(1 +2t,)) = £ (5+81,), t,=0, *1, + 
EEA x2=57 ( mod 16 ) 的 一 切 整数 ,再 代入 原 同 余 式 ， 得 

(5+8t,)2=57 C mod32 ) ==>, = 0 (mod 2) 
2. x= +(5+16t,), t= 0, +1, +2, + E 38 £ 
x*=s57 ( mod32 ) 的 一 切 整数 ， 同 样 地 

(5+ 161, )2 ==57 ( mod 64 ) =>t;,=1 ( mod 2) 
к= +(21+321,), t= 0, +1, +2, 086 
х? 2257 ( mod64 ) 的 一 切 整 数 ， 即 其 四 解 是 

x=21, -21, 53, -53 ( mod 64), 

从 定理 5.6，5.7 及 勤 让 得 符号 的 性 质 9* ， 得 

定理 5.8 Не 


х?= а (modm), m= 28 р?! ЭР, (а, т) = 1 
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有 解 的 必要 条 件 是 ， ща = 21], a=] (той4); 
当 23 BF, a=1( mod 8) , 并 且 ( 5 )=1 i=1, Kk, 
若 上 述 条 件 成 立 ， 则 有 解 ， 并 且 (1) 当 a 0, 1 时 
解数 是 zk (нә) ща= 28}, MaE tt, (iii) 当 
«>з, RAE ?. 
第 六 节 ”把 奇 素数 表 成 二 数 的 平方 和 
本 节 主 要 引用 前 面 的 理论 来 讨论 不 定 方程 x*+y?:=p， 
x>>0，y7>0，p 为 奇 素 数 ， 有 解 的 条 件 ， 并 进一步 讨论 不 
定 方程 x+272=p，x>0，y>0，p 为 奇 素数 ， 有 解 的 


条 件 ， 本 节 的 p 都 代表 奇 素数 。 
引 理 1. E(k, р) = 1， 则 勒 让 得 符号 之 和 


x (2220). -1, 


证 明 (1) #(х, p) =1， 则 存在 0 <x’ <p 使 得 
x!x=1( mod p) , 
并 且 这 样 的 xz 是 瞧 一 的 〈 定理 4.1 >. 
CH) 由 勤 让 得 符号 的 性 质 ， 及 ( i ) 中 当 x 过 模 p 的 
互 素 剩余 系 时 ，x’ 亦 过 模 ржа. K 


R x NY хех) Оххх» 
HE )- E EE) E(t 


x=0 P x=1 P x=1 
суз (atk /1+k 
Eege E e) 
р-1 
-X (5) 1 


因为 (k，p ) =1， 所 以 由 定理 3.5 知 1+kx'(x'=0，- 
1，…，p 一 1) 过 模 p 的 完全 剩余 系 ， 又 由 定理 5.1 知 


g (HE )- 
=> 


`. g (EO 8). = 
引 理 2 没 p=4m+ 1 为 素数 ， 勒 让 得 符号 之 和 
Po х(х?+К) 
scos X (280) , 
当 ( k, p) = 1 时 ， 则 
2m 
: _ x(x°+k) 
Ci) 500-2 (= ) 是 偶数 
cii) зок) (1), 


证 明 (i) 由 于 p=4m+ 1 ， 及 勤 让 得 符号 的 定义 . 
与 性 质 ， 得 


sdo- y? (c) 


х=] р 
«х (ee э) < 7 (PVP, 


> срна Cod oy) 


(62) =‹ лу Ж асре 1 
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s sao- (тю), (7; ) тю.) 
cii) 车 t= say (5). 0, Шш 
(2-)%0ю=0 | 
р- 


5062) = zga) x= (> 19) 


х=0 


S(kt2)= (+ ) =), 


# СЕ, р) =1 (В +з 0 (шойр)), х зан 
É p 的 完全 剩余 系 ， 故 


веке E. (2280). = КО 


| -FE (0) (sw 
引 理 3 车 (二 = )= 1, (2)= -1 则 


os PE) ааа (рау 
ER p —А4 ЕАК. 


, 证明 当 t= 1 ，2 ，…， ?3 之 一 了 时， 显然，( rt, 
p)=1, (nt2, р) =1, ЖЕ 
rtisert; , пі апі? (тоёр), 0 <t <t < P=, 
因为 n 是 模 p РОН, r 是 模 p 的 平方 剩余 ， 所 
以 nti 亦 p 的 平方 非 剩余 гї: 亦 p 的 平方 剩余 ， 因 而 


nti ært} ( modp) (to t. = 1, с, p> 


їй (а) RA p- 1 个 数 ， 所 以 它 是 模 p 的 一 个 互 素 剩余 系 。 
定理 5.9 Жр 是 形 如 4m+ 1 的 素数 ， 则 


p= (tsio) +(45‹а)), 
其 中 S(K) 是 引 理 2 中 所 定义 的 ， 即 


р-1 р-1 


_ х(х?+г) _ x(x2+ n) 
o SDs E (CSD), sws D (ЧЕ, 
T n 
mp)=1, (5)= 1. 
证 明 令 p-1=2pi1 《pi=2m)，, 则 由 引 理 2.Cii) 知 
道 
р) рі 2 
E (80148) = У (+) ‹5(г))®= pi CS(r))’, 
t=1 


t=1 


рі 
Ў (5010412) =p, (5(п))* , 
t=] 

又 由 引 理 3 ， 可 得 

pi С5(г))*+ р, ( $(п))°* 
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рі рі р-1 
= У (50112) + У (SCnt2))2 = Y! ( S(k))2 
t=1 t=1 k=1 


Cl nl x(x2+ k 2 
EUC) 


р-1р-1р-1 24k 24k 
=L у D (220 +157 + )) 
К=1у=0х=0 

= уу Уу (esa +k)Xy2 +0), 


、 Ер: 1 


ух Н уљр-х BJ, узах? (modp) ,此 时 令 
y?+k=z, | 
(x*+k)Xyi+k)=z[(z+(x2-yz2)J, 
((х2-у2), p)= 1, 
H31, я 


р-1 i | 
xy(x*+k)X<y2+k) 
D (7225 


ее 
(ZD (оез =) 1) ; 


z=0 
= — (xy 
(22). 
у= х у= р-х 时 ， у?=х? ( тор), 则 
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у 


-1 cy (x? К 2 
(© Уу r). (5 QE 


= 1 

_ y 

= (p= 2( 2). | 
事实 上 ， 给 定 了 (x，p)= 1 的 XX д, Æl, 2, +, p- 1 中 


有 且 只 有 一 个 值 k， 满 足 x:+ k=0(mod p), 
p ((S(r))?*+ pi(S(n))? 


р-= p-1 


“E BODE Бнр 
x%3=y2(mod p) зум шой) 
рор рар ку пр ху 
пі) r (5) 
х2:=у2 (тої р) 
р-1 р-1 р-1 .. 
ЭО ОЕ EE 
p-1p-1 | КЕ 
у (2) 
x=1 y=1 
у=р-х 
р-1 x 
в (р) 
xy (7) чух 
(>) у 
(=) - L 4 y=p-x(p=4m+1) 时 
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. р,05(7))2 + р; (5(п))? = 2р(р- 1) = 4рр;. 
由 引 理 2 ， 知 ， 2502), „ SCa) 都 是 整数 ， 


р= (tso) +(1$5‹)) 
例如 ，p = 13, (二 )=»， (2)=-D ' =-1, 


1 =з, 15(2у=2, 
Wi S(1)=3, 5502) 2 


13=32+ 2°, 
р= 17, 17=12+42, р= 1289, 1289=8°+85%, © 
O 实际 上 ， 我 们 已 经 在 例 1. 18 中 应 用 连 分 数 的 知识 证 明了 
定理 5.9， 但 它 求 “d2 的 方法 ， 比 定理 5'9 中 求 S (г) з 
SGn) 为 难 。 о 
系 不 定 方程 
”xXx?+y*=p (рж) ` (28) 
有 正 整 数 解 的 充 要 条 件 是 ， p=4m-+1. ` 
MEB 定理 5.9 已 证 明了 本 系 的 充分 性 ， 
今 证 其 必要 性 。 因 为 p 是 奇数 ， 因 此 如 果 (28) 有 解 ，- 那 
末 x 与 7 一定 一 奇 一 侦 , 设 x=2k，y=2k+1， 则 
x2+y2=4(k2°+h2*+h)+1=4m+1 
其 中止 =kz+hs+h。 即 p 必 为 4m+ DE, 
定理 5.10 ”不定 方程 СА 
X2 二 272 =p е7 (29) 
有 正 整 数 解 的 充 要 条 件 是 (二 ) = 1， 即 p= 8m+ 18 
p=8m+3. 
证 明 (1) 条 件 的 必要 性 ; 若 (29) 有 正 整 数 解 (x,y), 则 
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(y, p)=(y,p)= 1, 于 是 存在 整数 y/ ,使 得 yy’ 寺 1 (тоёр), 


由 此 得 到 
(x? + 2у2)у/ == (ху/)2 +2=0( mod p), 


-2\ _ 
(22) = 1. 
GD Ж, (2) =, SSE 
=0(mod p ) (1х1<-Р), 有 解 。 此 时 
0<2+ x2<2+ 了 <р, 
故 存 在 正 整数 m, X, у, 使 得 
х? +2у? = mp，0<m<p с (а) 
Сохо Р g xt + 2=0(mod р), И хо+ 2 
=5р(0<5<р), Ш B y= 1, х=х,, пт= 5], 设 ms 是 使 
(a) 成 立 的 最 小 正 整 数 ， 下 面 证 明 mo = 1, 


车 me>1， 由 绝对 最 小 剩余 系 的 性 质 ， 立 刻 知 道 存在 有 
二 整数 x,，y 1 使 得 


ISX], y=y,(mod шо), |х| 42-та, |y, [SF mos (b) 


ЖЭН |х,|, yil REA 0, Ж] х, =y, =0=>m,]x, 
х? +2y2== m up 一 >melp， {Em <P ， 


于 是 m, = 1， 这 与 mo, 之 1 的 假设 矛盾 。 
由 (b)， 得 


0<х1 + 27i<( 了 + 2) т< т, 


т,|у==> т, 


xi +2y1 =x? +2y?=m,p=0(mod m,) 
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Ж ох+2у=түт,, 0<mi<ms， 因 此 由 (a) 得 


mim p= (x2 + 9y2) ( хї+2у1)= (xx, +2yy1)? + 


+2(ху,-х,у)® (c) 
又 由 (b) 得 


хх, +2уу =x} +2y1=0(moå mo) 
(d) 
xy, -x,yy=x,y, - х,у, =0 (mod mo) 
由 (4d) 及 (c) 知 道 ， 不 定 方程 
X*+2Y2=m,p 
kuq 
_ xx, +2уу, |. Yal, „ХУ: хау|, 
mo Mo : 


HR Х%0, Y=>0, @WJ, mip 是 一 个 数 的 平方 ， 或 -. MEF 
方 的 二 倍 ， 由 于 0<m<p ZE p 是 素数 ， 所 以 这 是 不 可 能 
的 ， 从 而 得 到 ，m :也 是 使 (a) 成 立 的 正 整数 ， 这 与 m。 的 最 
小 性 矛盾 ， 故 m = 1, 这 就 证 明了 本 定理 . 

例如 ，x:+272= 17 有 解 x=3，y= 2 x2?+272= 13 没 
AERE, 2t + 272 = 43 有 解 工 = 5, y=3, 


第 七 节 ”四 平方 和 定理 与 华 宁 间 题 ， 


前 一 节 讨 论 了 把 一 个 奇 素 数 表 成 二 数 平方 之 和 的 条 件 , 
本 节 将 更 一 般 地 讨论 一 个 正 整 数 表 成 平方 和 的 条 件 ， 并 证 
HH 每 一 个 正 整数 都 可 表示 成 四 个 整数 的 平方 和 ( 拉 格 朗 日 一 一 
Lagrange 定 理 ) 。 此 外 还 简单 介绍 著名 的 华 林 ( Waring) 问 
题 。 

任 给 正 整数 n， 由 算术 基本 定理 知 
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nn= рар = nings (30) 


其 中 n, 不 含 平方 因子 ， 因 此 我 们 要 讨论 把 正 整数 表 成 平方 
和 的 问题 ， 关 键 在 于 不 含 平方 因数 的 正 整 数 。 

引 理 1 mp es m, 是 s 个 都 可 表 成 两 个 整数 平方 
和 的 正 整数 ， 则 m mm, 亦 可 表 成 两 个 整数 的 平方 和 . - 

证 明 因为 mi= xi tyi (i= 1]，…，s)， 所 以 

A) 当 s = 2 时 ， 

mim, = ( х1+у1)( хау) = (x x, +уңу;)% 

+(хуу,—х;у,)*, | 

В) 设 s=k 时 ， 结 论 成 立 . 即 Бл 

т, mma ( хї+уї)(ху+ур)=х/®+ ү? 
KRX, Үе, N | | 

“mi naman YD ada trta) 

T PEDT E O yaan Yoni И 
-< =X? +Y, : 

引 理 2 # s МЕЖ niy Пу, * n, жилы 
数 的 平方 和 ， 则 n= пуп ееп, 亦 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 。 


如 同 引 理 1 的 证 法 一 н. ишен, Xi 
E REEM, 


n, Š xi +í)+x5 + x; w= у кунубуз д 
Ph пп, ар wasta, ЖИГ; :而 
an 


= (XIy1+ ху, + Хуу, +х,у,)? 


БЕ ЖИН 
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+(х,|у, -YX Xy XY)? 
+(X,ys-— хау, HX Yo Xaya)? 


+ (хуу, = хур + Хауз Хауг)? 


2 ‚2 ‚2 2 
= Хү+ Xy+ Ху+ Xi, 


定理 5.11 设 n= nins， n>0 R. ns 没有 平方 因数 ， 则 


n 能 表 成 两 个 整数 的 平方 和 的 充 要 条 件 是 ，n, 没有 形 如 
4m+3 的 因数 。 

证 明 (1) 充分 条 件 ， 若 n, 不 含 形 如 4m+3 的 素 因 
数 ， 则 1; 的 素 因 数 只 有 2 和 形 如 4m + 1 的 素数 ,而 2= 12 + 
12, ХНИ 5:9 知 ，n; 的 任 一 奇 素 因数 ， 都 可 表 成 二 整数 
的 平方 和 ,由 引 理 1 知 az: 可 表示 二 整数 的 平方 和 。 

Gi) 必要 条 件 ， 若 as* 中 有 一 个 形 如 4m+3 的 素 因 数 
p， 则 有 一 正 整 数 r， 使 得 p'ijn。 出 (30) 知 ns 不 会 平方 因 
数 ， 故 'r 是 奇数 。 | [ 

如 果 an 能 表 成 两 个 整数 的 平方 和 ， 即 

n= x? +y’, (x, у)=а 
Ж х= ха, у= Үй, (z, у)=1, n= da 2 + Y), 
因为 p'ln 且 2tr,， 所 以 p|X?+Y? 且 piX， 否则 ， PIX; 
рУ 一 人 >p|(X，Y) 与 (X，Y)= 1 矛盾; 
| X? + Y2:=0(mod), (p, Х)=1, 
HELLA FERR ХХ, E4 ХХ’ = l(modp), 因而 
(ХҮ)? == ~ 1( той р), 


即 (三) =1, аена" (с =) 
4m+3-1 


=(-1) 2 =-1 从 而 得 到 了 矛盾 。 
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定理 5.12 ”每 一 个 素数 ， 都 可 表 成 四 个 整数 的 平方 和 。 
证 明 2=1°+1°+0°®+0°; É p 为 奇 素数 分 两 步 来 证 
明 ， 
(1) ”证 明 存 在 整数 x，y，m， 使 得 
1+x2+y2=mp, 0<m<p, (a) 
考虑 下 列 p+ 1 个 整数 


_ 2 
02, 12, (了 ‚-1,-1-1%,—-1-2°%,, 
-1— 2-1). - 
1 ( - (b) 


因为 对 模 p 来 说 ， 只 有 p 个 不 同类 的 剩余 ， 故 (b) 中 至 少 有 
两 个 关于 模 p HR. ЖН i*j BF, i2asj2(mod p), 
-1-i?%-1-j? (mod p), 故 存在 二 整数 х, 了， 使 得 

1, 0<y <P, 


x?= -1-y?(mod p), ох 


2 
因此 ，1+ х2 +у? = mp, E R0<1+ х? ty:<1+2(2) 
<р? , 故 0<m<p。 

Gi) 由 (i) 知 道 p 的 一 个 正 倍数 mp， 能 表 成 四 整数 的 
平方 和 ， 因 此 p 有 一 个 最 小 的 正 倍数 mp 能 表 成 四 个 整数 
的 平方 和 ， 则 | 

mop= Xi+ x2+ Xs + Xx, <m <P. ‚ (с) 
今 证 明 m. = 1, 

首先 ， 我 们 证 明 m, Jë f . 如 果 mo 是 偶数 ， 那 末 | 
xi+ xs+ xs+x4 是 偶数 ， 此 时 有 上 且 只 有 下 列 三 种 情况 之 一 
发 生 ， 

(1) Xis х,, Xss x+ 都 是 偶数 ; 
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(2) xi，x:，xs，x4 都 是 奇数 ; 

(3) ху, X, хз, xi 是 两 奇 两 偶 ; ЖУ Xi х. 
BK x LERA. 

上 述 情 况 中 ， 不 论 那 一 种 都 有 


X +X, хү—Х,,‚ Х;+Х,, Xs X, 


都 是 偶数 ， 因 此 
Fmop = (235) + ("55 + (= ) 
+ ( Xs 了 ) 
Mimp 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 ， 这 与 m, Е 


盾 ， 故 m, EFR. 
其 次 ， E ш, >1, р>т,223, Н. 


mo +(x,, х;, Xs, X4). 因为 否则 ， Home| тур = 
mi|p， 这 与 1<mu<<p 和 矛盾 。 故 存在 不 全 为 0 的 四 个 整数 
Yis Ya Уз» ya EG | 


y,= x, (mod m), <, 1=1,2,3,4 2 (d) 
2 2 2 2 1 2 2 
Moyi +уз +уз tyi <hi) = п, СУА Co) 
得 ` 
уй+у + Уз +ужехү+х; + ху+ х,к=0(той m,), 
. 2 2 2 2 
.. yity,tys+yece=m mi, 0<m,<m,, (e) 
由 引 理 2 及 (c)， (e) 得 到 
momp= ( хї+х+ху + ху )(у + 下 二 2 二 号 
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2 2 2 2 
=Z +Z, +28 +Z, (Í) 


HP Zis Zz, Zsosz BREIE 2 中 形 LX X. X. X 的 整 
数 。 再 由 (c) 及 (d) 知 道 
4 4 
z= Х, = Ў xiyi= Y! хр==б (mod m,); 
i=] i=] 
Zs = %2 = Хуу. – Ху TJXsy, SX, ys = X X) Хх; 
+X,X,-—X,x;,=0 (mod m,) 
НЯН, 2, = 0( пой m,), z,=0(mod m,), 
а= то (i= 1, 2, 3, 4), 
代入 (f) 得 


mip= titti+ti +t, 


这 与 ту ДЕЛШ, MA m. = 1。 定 理 获 证 。 

. 由 引 理 2， 定理 5.12 及 1=1*+0*+0?+0’， ЧЕ 

定理 5.13 ( 拉 烙 入 日 一 Lagrange 一 定理 ) 每 一 
整数 都 能 表 成 四 个 整数 的 平方 和 。 ` 

拉 格 裔 明定 理 ， 仅 解决 了 所 谓 的 华 林 ( Waring) 问 题 的 
一 个 特例 (猜测 的 第 一 部 分 ) 。 

华 林 在 1770 年 提出 一 个 猜测 ，“ 每 一 个 正 整数 都 是 4 个 
整数 的 平方 和 ， 9 个 正 整数 的 立方 和 ;， 19 个 整数 的 四 方 和 等 
等 。” 言 下 之 意 ， 他 认为 下 列 结论 是 正确 的 ; | 

对 于 一 个 给 定 的 正 整 数 k， 存 在 一 个 正 整数 S= S(k)， 
使 得 每 一 个 正 整 数 n， 都 能 表 成 5S 个 非 负 整数 的 上 方 和 。 

一 般 认 为 ， 这 个 猜测 是 正确 的 。 

例如 ,k=2 时 ,S= S(2)=4; К=з, S= 58) =9, к= 
АН, 5=5(4) = 19 等 等 。 
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但 是 华 林 自己 并 没有 证 明 这 个 结论 。 而 这 个 结论 就 是 堆 
盆 数 论 中 著名 的 华 林 问题 。 首 先 解决 华 林 问 题 的 是 希 尔 伯 特 
(Hilbert)， 他 在 1909 年 证 明了 对 于 每 一 个 k， 都 可 以 找到 
S = S(k), 使 每 一 个 正 整 数 都 能 表 成 S 个 非 负 整 数 的 上 方 和 。: 

进一步 我 们 要 问 究竟 最 小 的 S 是 什么 ? 通常 НЕЮ) # 
示 最 小 的 S 。 于 是 最 好 能 证 明 ， 每 一 个 正 整 数 都 可 表 成 
g(Kk) 个 非 负 整数 的 上 方 和 。 即 任 给 nOn 下 之 不 定 方 程 党 
ЖЖ. 


ае хк х ,0,112 61) 


| ишин иш, MEOD, Я— та, 
7= - 22 + 3 x 12 不 能 用 三 个 平方 和 去 表示 ， 故 g(2)=4。 07 
证 明 203) = 9， 也 可 以 证 明 充 分 大 的 正 整 数 可 以 表 成 7 个 非 
负 整 数 的 立方 和 ， 后 者 当然 比 前 者 更 有 意义 。 因 此 ， 我 们 用 
G(k) 代 表 对 于 充分 大 的 正 整数 能 表 成 5 个 上 方 和 的 S 的 最 
小 值 .已 经 证 明了 G(2)=4，G(3) 之 4 及 G(3) 志 7 (Ж E w, 
Линник), G(4)= 16 СХ, Оеуспрогі), 对 于 其 


他 的 G(k) 还 没有 最 后 的 结果 。 
继 希 尔 伯 特 之 后 ， 首 先 由 了 哈代 (Hardy ) 及 李 特 伍 в 
(Littlewood) 证 明了 
СОК) (1+ е(К))к2-°, (32) 


其 中 e(k)—0, 4 k->co 时 。 эмит. 当 k=2", а> 
G(k)=4k,; Mkz, шол, С(к)<2К+1, 32, B 
k = 2，4 以 外 ， 还 未 断定 这 个 猜测 是 否 正确 。 я 
苏联 维 诺 格拉 条 夫 《 eM e Bunorpanon) 大 大 改进 

了 (32)， 他 先 证 明了 " Шу 
G(k)<Gk In k + (á + 1n216)k; (383) 


207 


后 来 又 证 明了 
G(k)<k(3lin k+11). (34) 
运用 他 的 方法 ， 狄 克 逊 ( Dickson ) ， 皮 拉 (Pillai), 
Ж Ж C Niven ) 证 明了 ， 当 k 之 6， 及 3: ~2:+2 


<(2-D[(3) Jarm, 
кю 2+ [ (3) ]-2. ы (34) 


应 该 指出 ， 我 国 数学 家 华罗庚 在 研究 华 林 问题 中 用 s 个 
k 方 和 表 n 的 表 法 数目 的 渐 近 公式 方面 ， 得 到 了 比 哈代 与 李 
特 伍德 更 好 的 结果 。 华 罗 庚 在 等 者 和 的 问题 方面 还 得 到 以 下 
缚 果 ， 设 M(k) 表 示 能 使 下 列 不 定 方程 组 有 解 的 s 的 最 小 值 ; 
b 


x + =ур + +y'(h=1, 2, +е› k), 


k+l okt. к к+1 (35) 
+ +1 + 
Хр +* +X, Фу, 十 Ts , 


ln3(k+2) 
M(k)<(k+ 1) +1 kzlnk ， (36) 
(т) 


其 中 “一 表示“ 相当”， ЕО g(r) < lim ai 


这 个 结果 至 今 还 是 最 好 的 - 他 又 在 1952 年 ， 证 明 S>S。( 其 
#5 ‚Ж k 的 一 个 函数 S,—3kzln k) 时 ,可 以 得 到 (35) 解 数 
的 近似 公式 。 


1. 


。 ЖЕЛЕ gN F M gd) + сс) 7-20, еме 
格拉 条 夫 方 法 的 实际 计算 得 到 (34) 的 结论 ， 至 今 除 k = 4 外 ， 其 他 g(k) БЖ 
iB, 
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关于 华 林 问 题 之 研究 ， 初 等 方法 一 般 并 不 能 得 到 最 好 的 
结果 。 今 仅 举 几 例 于 下 : 
定理 5.13 g(4) 委 50 
证 明 ”由 定理 5. 12 知 ， 任 一 正 整 数 N， 有 
N=a?+b?+c*+d?, 
今 研究 恒等式 
6N?=6(a?+b?+c?+d?)? 
=(а+Ь)*#+(а-—Ь)*+(с+4д)#+(с—-4) 
+ (а+с)* +(а—с)#+(5Ы+4)#+(Ь—4)* 
+(a+d)t+(a-d)t+(b+c)t 
+(b-c)4, ` (37) 
任 一 整数 n 可 以 表 为 
n=6N +r, (r=0, 1, =, 5Бё—), 


由 (37) 知 ，6xl1、6xz、6xs、6x: 都 可 表 为 12 个 整数 的 :四 次 
Hm. kk na 是 4x12+5= 53 个 四 次 方 之 和 ， 
ЖИ, BD981=3, 16=4, 17=5(mod6), Ж, # 


n 之 81， 则 可 表 为 
n=6N+t, (N>0, t=0, 1, 2, 81, 16, 17 之 一 )， 


. 2 2 2 2 
а=6( xi ях жху+ху}+г 


而 
1=1，2=1+1，81=34，16=24，17=24+14。 


故 同上 法 ， 车 n 之 81， 则 可 表 为 4 x 12 +2 = 50 个 四 次 之 和 ' 
当 n<80 时 ， 容 易 算出 ， 车 0<508}, а= a。14， 若 
50<n<80 时 ， 则 nan=3x24+(an-48)。14， 它 是 3+a 
-48<<50 个 四 方 数 之 和 。 
综合 上 述 ， 得 
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g(4)<50, 
Ж g(8) 委 42273 。 


证 明 由 恒等式 
5040(a*+b?*+c?+d?)*=675(2a)s +605 (а +b)’ 
+ (ЗажЬ+с)? +6 (а+ьЬ+с+а)°, (38) 


知 ，(38) 的 右边 共有 840( =6х4+60х12+4х3х4+6х4 
x2)* 个 8 次 方 。 与 定理 5"13 的 证 法 一 样 ， 对 任 一 正 整数 n, 
都 有 ` - | 
n=EF040N +r, 0<r=<5039. 
由 定理 5.13 及 定理 5.12 知 道 N 可 表 为 g(4)( 魏 50) 个 非 负 整数 
的 :4 方 和 ， 且 和 的 每 项 都 可 表 成 a*+b*+c?+d: 形 的 和 . 
ХЕ r 生 5039 时 ， 都 可 表 成 入 273 个 1 及 2 的 8 次 方 之 和 。 
故 得 | 
g(8) 委 840 g(4) +273< 42273, 

定理 5.14 G(3)<13 
”证明 . 由 恒等式 

4 


У (z? + х) + (28 ~ х,)%) = 829 + 62°( xi +х% 
i=] | : 


Е ху tx.) (39) 
知 ， 若 一 数 可 以 表 成 


| 829 +6шз®%, 0б<Оп<С2%, : (40) 
则 此 数 一 定 可 以 表 为 8 个 立方 数 的 和 .。 О 
:由 定理 5*12 知 m= x1+x2+x txi, H х<:®, 


。 这 是 (38) 右 边 各 项 所 含 8 次 方 的 项 数 ， 其中 第 一 至 三 项 中 的 “у” ж 
Aa, bs сь d 的 各 种 可 能 出 现 的 情况 ， 而 第 四 项 的 “5 表示 取 “+” 号 时 ， 
后 三 数 间 取 正 号 ， 取 “~ ”号 时 后 三 数 同 取 负 号 。 


-一 -一 一 一 
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令 z 是 6 除 余 1 的 正 整数 ( 即 z 三 1(mod 6) Bz2>-0), 1, # 
示 隔 间 

ф(2) = 112% + (z? +1) +125z2 < n<14z° =1}(2),(41) 
显然 当 z 充分 大 时 ， 有 


(z +6)<p(z), (42) 
ИП I 都 是 互相 衔接 的 隔 间 。 即 当 n 充分 大 时 ， 必 有 一 z 使 
(41) 成 立 。 : 


由 下 式 定义 r，S 及 N， 
n=6r(mod z?), 1<г<2°%; 
п=5 +4(той 6), 0<S=<5; 
N=(r+1)°+(r-1)°+2(z° =r)? +(52)®, 
由 此 可 得 
0<М№< (28 +1) +32° +12529 = ф(2) – 829% 82°. 
. 8®*<п—-М< 142°. `. (43) 
现在 证 明 ，n -NN 可 以 表 为 (40) 的 形式 ， 
m= N=a6r- (r+1)s~(r-1) +2rš==s0=8z° (modzš) 
又 因 x= x(mod 6) 对 十 任意 整数 x 都 成 立 ， 故 有 
п-1Ї{а5+4-(г+1)—(г-1)-2(@%®-г)-5ж— 
ES +4 > z(S+2)=2==8== zo (mod 63; © 
所 以 n-N-8z* 是 6z3 的 倍数 , 即 
n=N+8z° +6mz25_ 
由 (43) 及 上 式 即 得 0 入 m<z?"。 
上 面 证 明了 ， 对 充分 大 的 整数 9，n -NN 可 以 表 成 八 个 
非 负 整数 的 立方 和 ， 由 N 的 定义 知 ， N 可 表 成 5 个 非 负 整 数 的 
立方 和 。 
G(3)<13, 
定理 5.15 g(3)<13 
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ШЕН 先 算出 车 z 之 373， 


ф(2+6)< (2), RE 
1523798 
11t° +(t2 +1)3 +125t2<ç14(t—6)° 
即 м(1- 6) 21+ Š 3 +1128 ,1 


Еб (44) 
由 于 当 0<5<ІВ, (1-8)"”2Z1- mà, W 


(1-$)` >1- 5% 


所 以 车 能 证 明 
u(i - “> + ка + 128, + 


或 2(t-7x54)2> + 128 À 
成 立 ， 则 (44) 成 立 。 由 于 t>7x54+1=379, KUORI. 


所 以 当 z 之 373 时 ， 由 (41) 知 诸 出 间 1, 是 衔接 的 。 即 当 
n2>214 x (373)° 


时 必 落 在 一 个 隔 间 L, 中， 又 1025>14x (3730*Е— 整数 
nZ1025 时 ， 一 定 可 以 表 成 13 个 非 负 整数 的 立方 和 。 - 
其 次 ， 证 明 不 大 于 10*5 的 数 也 是 十 三 个 立方 数 的 和 。 

先 造 表 可 知 ， 小 于 40000 的 数 ， 除 23 及 239 是 万 个 立方 数 
之 和 外 ， 其 余 都 是 8 个 立方 数 的 和 。 也 就 是 说 ， 车 
240<<п<540000, ЖШ п 是 八 个 立方 数 之 和 

#N21Em=CNÍ), MJ 


N ш = (N )г - m3<ç3N £ (N - m)<sN Š 


$ n=240+N, 240<<n<1025, BB0<<N<1025, 
BI] 


N=m? +М№,, m=(N$3j,.0<N,<3NËE, 
212 


Мет? +, mi= [NJ,，0<N,<3N#, 


... 
, 


М, = т? +№,, m = (їр, 0 <N,<3NŠ , 
2. n=240+N=240+ N, +mš + mi + m + ms + mà, 
由 于 
0<М„<з\ #<з‹зм# ) £ <... 
НИНИ 


РАТ гү) 10 E? 5000 


v 240<240 N <aspo<a0q00, 
即 240 + Ns 可 以 表 成 八 个 立方 数 之 和 。 故 n= 240+N 可 以 表 
成 13 个 立方 数 之 和 ， 
“ g(3)<13, 
注意 ，311 СВО СВО оС) (409 


ж 
_— 27 n” 
э Cp ° Ñ (эт ) 
由 恒等式 
60(а?+Ъ?+с? науке Platbte) +2 (atb) 
+36>a°, 
可 以 证 明 


Ж g(6) 委 184g(3) + 59 委 2451 。 
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习 题 


1. 证 曲 ， 同 余 式 x? + 1=0 (mod p); p= 人 + ] 为 素 教 的 解 是 
x== + (2m)! (mod p) 
2。 写 出 与 同 余 式 


8x4— 9x3+12x2— 8==0(mod 72) i (а) ` 
SE ft J ЖК 3 Jr ЭН АЕН 
5。 二 次 同 余 式 | 
ax*+bx+c==0 (mod ш), (a>0) ` (a) 
都 可 以 化 成 | 
у ®==[)(тод 4am), (B) 


Жр О =b2- дас, y=2ax+b, 

所 谓 “ 化 成 ”的 意义 是 ， (a) 的 每 一 个 解 都 可 以 从 (B) 的 某 一 个 解 
导出 。 

4， 将 下 列 二 次 同 余 式 化 成 上 题 D 的 形式 ， 

Ci) 4х®—11х—3== =0(mod 13); 

Gi ) 5x2—17x+16=0(mod 45); 

Gii) 12х2 + 8х – 15==0(шоа 44), 

5. Жз M43033 32. 

6. 证明， 模 p 的 两 个 平方 剩余 之 积 ， 两 个 平方 非 剩余 之 积 ， 都 
是 平方 璋 余 。 一 个 平方 剩余 和 一 个 平方 非 剩 余 之 积 是 平方 非 剩 余 (EK 
EM). 

7。 用 欧 拉 判别 法 确定 5，7?，8 中 哪些 是 模 17 的 平方 非 剩余 ? 

8, Ш р=19, а= 5 为 例 米 验证 勤 让 得 符号 的 性 质 ?”。 

9。 当 a 是 大 于 1 的 整数 时 ， 若 同 余 式 

x*==a (mod ра) . 

Эй, ШЛУ x= + оу (mod рі). Му, и 是 满足 ， 当 
b?=a (mod p) kt, | 


(уа) = і ууа, tu=a(mod p2), 
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10. 用 上 题 方 法 ， 解 下 列 同 余 式 ， 


G) x2=7(mod 27); Gi) x2=39(mod 625). 
1。 计 算 勒 让 得 符号 ， 
:; 111 
> (25) ар Є ‚б р (т), 
. 93 2115 А ( 589 ) 
Gv (So) ч) 6269/5 OP 1283 /` 


其 中 诸 “分母” 都 是 素数 。 
12。 计 算 勒 让 得 符号 及 雅 可 比 符号 ， 


. тү w; 5610 1 
о (= бар {еә J cii» D 
у (6 328 

av Є ро) (5 


15。 直 接 计 算 雅 可 比 符号 ( 521), 然后 通过 分 解 成 勒 让 得 f 


825 
号 来 计算 ， 并 验证 其 结果 。 
14。 判 别 下 列 同 余 式 是 否 有 解 ， 
G) x?=429( mod563); 
Cii) x2=680 ( mod769 2; 
(111) x2=503 ( той1013). 
其 中 503，563，769，1013 都 是 素数 。 
15。 求 出 以 -- 2 为 平方 剩余 的 素数 的 一 般 表达 式 ， 以 - 2 为 平方 
非 剩 余 的 素数 的 一 般 表 达 式 。 
16。 设 工 是 正 整数 ，8a +7 是 素数 ， 证 明 
24985 1] ( mod8n +7). 
并 出 此 证 明 
23] 211—1, 47] 228-1, 503] 2251-1, | 
7。 求 以 + 3 为 平方 剩余 的 素数 的 一 般 表 达 式 ， 什 么 素数 以 土 3 
为 平方 非 剩余 ? 
48。 求 以 3 为 最 小 平方 非 剩余 的 素数 的 一 般 表 达 式 。 
19。 证 明 ， 当 p=4k+1 时 ， 二 数 a 与 p~a 同 为 平方 剩余 ， 或 
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同 为 平方 韭 剩余 ， 而 当 p = 人 给 + 3 时 ， 二 数 & 与 ?一 a 中 一 个 是 平方 
剩余 ， 而 另 一 个 是 平方 非 剩 余 . 

20. 证 明 : х2-а 的 素 约 数 ， 一 定 是 12 一 au2 的 约 数 ， 反 之 ， 当 
(t, u)= 1BF x2-a 5t2- au2z 有 相同 的 素 约 数 。 

21. 当 (t u) = 工时 ， 求 形 如 (itz-3u5 Gi) {®+ Tus 
GHii)t2-7u2; (ї#)12— 1412; (v)12 一 5u? 的 一 切 素 约 数 。 

22。 用 柯 尔 金 法 解 同 余 式 : 

(1) х25=11 ( той313); (11) х2==8 ( шой 641). 

23。 用 第 9 题 的 方法 ， 解 同 余 式 ， 

G) x2=24 (modi25); (11) x?=18 (mod 343), 

Gii) х?є13( mod243). 

24, EMERSI, WARR: 

G) x2=57 ( mod512); (1) х?ағ =41 ( mod 1024 ) 

(111) x2=17 ( mod16384). 

25。 证 明 对 于 任意 素数 p 包括 p= 2 ) ， 同 余 式 

х?==ф ( modp® ) 

б 2 
Ap 个 不 同 解 。 

26. MARA: ‚ 

G) x3==0 ( modó25), (11) х?а= 0 ( шой1331), 

27. MARR: 

(1) ве 34 (040495); (ii) х22=48 (00416), 

28. EHAR, 

(1) 8x?+15x-—6= 0 (mod56); 

Gi) 12х2-11х- 10 (mod30) 

29. 证 明 ， 不 定 方 程 | 

xs8+3y72=Pp (a) 

有 有 正 整 数 解 的 充 要 条 件 是 (2) = 1. 

30. 证明，G(2) = 4, 
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第 六 章 ” 原 根 与 指数 


第 五 章 中 讨论 了 同 余 式 
x2=a (mod m) 
有 解 的 条 件 及 其 解法 ， 并 把 模 为 形 如 8K+ 1 的 素数 p 的 一 
般 解 法 留 于 本 章 来 讨论 。 
本 章 将 进一步 讨论 同 余 式 
x"=a (шой т) (1) 
有 解 的 条 件 . 为 此 引入 在 数论 中 很 有 用 的 原 根 和 指数 的 概 
念 ， 并 通过 对 它们 性 质 的 研究 ， 把 ( 1 ) 式 对 某 些 特殊 的 m 有 
有 解 的 条 件 用 指数 表达 出 来 ， 最 后 解决 前 章 所 遗留 的 问题 
并 附带 介绍 在 数论 中 具有 重要 地 位 的 特征 函数 的 概念 。 


第 一 节 原 ж 


本 节 主 要 讲 清 ， 模 m 为 什么 数 时 ，m 的 原 根 存 在 。 为 
此 ， 首 先 要 引入 a 对 于 模 m 所 属 方 次 数 的 概念 及 其 性 Ж. 
由 欧 拉 定理 知道 ， 车 (a，m) = 1, т> 1, W атт) == 
1 (шой ш), Ж 
V а, (а, т) = 1 一 人 3 正 整数 7 aò = 1 (шой ш), 
因此 ， 亦 存在 一 个 最 小 的 正 整数 8 ， 使 得 
aš = 1 (mod m), 
ЖХ6:1 3; m>1, (а, m)= 1， 则 使 同 余 式 
аё = 1 (mod m) 
成 立 的 最 小 正 整数 ò 叫做 а 对 于 模 m 所属 的 方 次 数 Cthe 
order to which а belonge to modulus т), 或 简称 为 
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а m JS: 5 Ca belonge to ó to modulus т), 。 记 作 
аЄ að. 

жа XE m BI: ФО), Mac, pn), Ша Ш {йт 
的 一 个 原 根 (primitive root), 

ИШ, 2Є,3› 2 Є,,10, Ф(11)=10, Ф(7)=6, 
故 2 是 模 11 的 原 根 ， 但 不 是 模 7 的 原 根 。 

5 是 模 3 ， 模 6 ， 模 9 Ы 模 18 的 原 根 ， 如 ， 因为 Ф (9) 
= 6， 而 

5*=7, 5°=-1, 54== 4, 5582, 
5°=] (mod 9), 

关于 模 m 的 原 根 的 存在 和 数量 问题 ， 留 在 本 节 后 面 及 下 : 
一 节 来 讨论 ， 现 在 先 研 究 a 对 模 m 所 属 方 次 数 3 的 基本 性 质 ， 

定理 6'1 车 aE。8， 则 1 =a’，a，a?，…，a8-1 对 
模 m 是 两 两 互 不 同 余 的 。 С 

证 明 用 反 证 法 证 明之 。(a，m) = 1 , 若 存在 二 整数 k， 
1, 0<к<!<5, #815 
а==а!( шоа т) => at= 1 (той т) 这 与 如 的 最 
МЕР. Н 

定理 6.2 车 a€.8, Nj ay=aY (шой mm) 成 立 的 充 要 条 
ЖУ =’ (той 8)。 特 别 是 a = 1 (шой m) 成 立 的 充 要 条 
件 是 ，51Y。 

证 明 ”由 带 余 除 法 得 

WA г, 0<r<ë; 


Yssa tr, 017 5, хе 
аё = 1 (mod m), 

aY = (аё )%,а'==а' (mod т), 

osa )" aY’ гзаї/ (шой m), (B) ©. 
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Е, aY=aY'(mod т) 的 充 要 条 件 是 , аҮеза?/ (той m). 
НЕ 6.1 0 <r<ë, 0=<r <à, ША: 车 a' 二 aY” 
(mod m), 则 r=r/; BZ, геге, a =a’ (шойт), 
故 aysay'(mod т) Ж Er = ҮГ, рге у" (mod), 

特别 当 Y = 0 BJ, aY= 1 (шой m) 成 立 的 充 要 条 件 是 
81r《 (a) 第 一 式 中 += 0), 

EEM, WY = 0，Y = Pp(m)， 由 网 拉 定 理 得 

系 1 车 ac MIP), 

系 2 设 0<a<b，(a，b)=1，b=2a56b，,， 
(by 10) = 1，b, 大 1。 车 将 有 理 数 于 化 成 循环 节 长 为 8 的 
循环 小 数 时 ， 则 S| b... 

证 明 ”由 定理 3， зияннан о оаа 的 
循环 节 的 长 度 t， 是 使 
10% 1 (mod b,) 
成 立 的 最 小 正 整 数 8( = t)， 这 就 是 说 ， жиктин й 
是 10 对 模 bi 所 属 的 方 次数 ， 故 由 系 工 知 ，5|19(bi )。 

定理 6. 3 #x€,ab, а> 0， Ь> 0, х"Є„Ы, 

证 明 HA, m= => (x, m)= 1 , ИЫ х" ў 
模 m 的 所 属 方 次 数 是 存在 的 。 设 x* 对 模 m 属于 б, W хз 
=] (mod m)。 由 定理 6.2 知 ，ab|a8 ==>} |5, 

男 一 方面 ， 因 为 xE。ab， 所 以 (x")*==1 (mod т), 而 
х*Є .8， 故 由 定理 62 知 31b， 又 因 b 和 5 都 是 正 整数 ， 

b=8, 

定理 6.4 Ex C.a, yE abs Hla, b)= 1 ， 则 xy 
Є „аЬ, 

证 明 У (х, м) = (у, м) = 1 ==>(x y, т) = 1 


信和 


==>зч$2хуЄ „ò. 设 


ху Є „ò => (xy )ò = 1 (mod т) => 1 =(ху) = 


=xbðybð=xbð( mod m) =>a|bëó, XE 
(a, Б) = 1 =>alë, 
同 理 可 证 ，bl5， 而 (a，b)= 1, Ж 
ab|ë, 
另 一 方面 ， 


(xy)ab= (х°*)%(у®<)*к= 1 (mod т) =>à|]ab, 


由 于 ab> 0，35> 10， 
.. Š = ab, 


例如 ， 3G,,3, 56,,4, (3, 5)=1:=>3 х5 


€, 3 x 4 => 2 Є,,12=> 2 是 模 13 的 原 根 。 


“本 节 下 面 将 讨论 原 根 的 存在 条 件 。 


并 非 对 于 任何 正 整 数 m 为 模 的 原 根 都 存在 ， 实 际 上 , 当 
且 仅 当 m= 2, 4, ра, 2ра (Pp 为 奇 素数 ，a 为 正 整数 ) 
时 ，m 的 原 根 才 存在 ， 这 就 是 本 节 要 证 明 的 主要 结论 。 . 

先 讨论 m = p 为 奇 素数 的 情况 ， 本 章 下 面 各 节 p 都 代表 


奇 素数 ， 
定理 6.:5 йр 的 原 根 是 存在 的 。 


жан каннан, 
个 数 都 有 它 自 己 所 属 的 方 次 数 ， 把 这 p - 1 个 数 所 属 的 不 同 


的 方 次 数 ， 记 作 
òis òis ө, Š; 
< 
“a оз, а 


х=[ф,, ӧз, e, O71]= а, 9; 
是 + 的 标准 分 解 式 ， 


(1) 证 明 ，3g3 g&€。t。 事 实 上 ,在 (b) 里 q* 
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(a) 


(b) 


(s=1, 


2 ，,…，K) 一 定 整除 (a) 中 的 某 一 81:， 即 8;= tqs ,车 x， 
Epix = xt， 则 由 定理 6.3, 有 x'Epq”。 因 此 在 1 ,2 ,… 


p- 1 中 存在 上 个 数 xi，xs，…，xk， 使 得 x Erq。( s= 
1, зе, k), KA dis q. “° q, MAER. HEM 6: 4 
知道 ，g = x ix, 对 模 p 属于 +. 

Gi) 今 证 明 r=p- 1， 这 样 g 就 是 模 p 的 原 根 了 。 

ЕУ 5.|т(з=1, 2, s г), 而 且 1，3, …,p-1 
中 任何 数 所 属 的 方 次 数 ， 都 在 (a) 中 出 现 。 所 以 

xt =: 1 (mod p) 
Жр- 11 x= 1, 2, ++, p- 1 (тойр), HEM 4:11 
Ж?Н т>р-1; 又 由 定理 6.2 系 1 知 ，5.jp-1(s=1， 
2，…，Tr)， 故 rlp- 1, 

т=р- 1, @Є,Ф(р), 

26-6 设 g 是 模 p 的 一 个 原 根 ， 则 存在 一 个 整数 tu， 
使 得 由 等 式 (g+ pt)’ = 1 + pu 所 确定 的 u, 不 能 被 p 不 
除 ， 并 且 对 应 这 个 tu 的 g+ pto 就 是 模 pa 的 元 根 ， 其 中 a 是 
大 于 1 的 任何 整数 . 

证 明 `7 &'7!+=] (mod DIRT. 

к= 1 +рТ,, 
对 于 任何 整数 t， 
(g+ рі)?! =g?! +(p- 1)ptg s+ .+ (рі)?! 
=1+p(To-g :t+pT)=1+bu (а) 
其 中 ua=To-g 't+pT, TE t HERAS IA, BA X 
任何 整数 来 说 ， 
umaT, -gt(mod p), (g°7?, р) = 1, 
АЖЖ 
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gP72t— T, == 0 (mod р) 
只 有 一 个 解 ， 故 存在 和 to， 使 得 g 2t, = Tsee 0 (mod p), t, 
所 对 应 的 u。= 工 Ч zto + pT TRKI t ЦЕ 代替 ) 不 被 p 
应 用 具有 上 述 特点 的 to 4 
(g+pto)pp-D=(1+puo) = 1 + pšu, (b) 
Я фои =uo+ Chu + Cp puo? ++ pru? =u 
(mod p)， 因 而 ptu:， 同 样 可 得 
(g+ pt )P?P@-D=(1 + р?и) = 1 +p°uzs | 
(g+ рі, )Р%Р-1 = (1 +рЗи,)'= 1 +р“ц;, (с) 


Epu =u, =u, зиз: (той р), Ё ріи,(5= 0,1,2, 
3, +). Eg+pt e Єраё, M 
(g+ рі.) = 1 (той pe ) (d) 
| ==>(g + рі, )Š = 1 (mod p), . 
йй g+ рї к=в( шой p) 是 模 p 的 一 个 原 根 ， 故 p 一 4 ә. Ж 
>- m. НЕН: 2061 9 0|Ф(р®), RS] pa- 1(р- 1», 
ъ= р 1р- 1), rl, 2, е, a 中 的 一 :个 数 。 把 
此 结果 代入 (d) 式 ， 然 后 再 由 (b)，(c) 及 (d) 得 ， 
1 +р'иг_ү=1( mod pa )== p'u,-,= 0 ( modpa ) , 
而 ptu- => pa |p => @< r, {Н r<a— rsa ==> = 
ра-1(р- 1)=Ф(ре )=> (g+ pta) Єраф(ра ), ú 
所 以 g+ pt. 是 模 pe 的 原 根 。 
“定理 6"7 Ba 之 1，8g 是 模 pe 的 一 个 原 根 ， 则 g 与 g+ 
ра 中 的 奇数 是 模 2 pe 的 一 个 原 根 。 
证 明 (1 车 x 是 奇数 ， 则 显然 当 x 适合 同 余 式 
xY= 1 (mod pa ) (а) 
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时 ， 亦 适合 同 祭 式 
xY= 1 (mod 2 ра), (b) 

反之 ， 亦 显然 有 ， 若 工 适 合 (b)， 则 x 亦 适 合 (a) 。 

(11) # в 是 奇数 ， 且 2 

6%(р% == 1 (mod ра ), р'#= 1 (mod pa ) (0<r< 7 
Po), o 
则 由 中 (pc )= (2 pa )=pe-i(p- 1) 及 (i)， 即 得 

gopa) = 1 (mod. 2 ра), g'% 1 (mod 2 ра )( 0 <r< 
<Ф(2р«ч)), Wg ER 2 pa 的 一 个 原 根 。 

(iii) 同 理 可 证 ， 若 g+px 是 奇数 ， 则 g+pa 是 模 
2 pa 的 一 个 原 根 。 | 

定理 6.8 模 m 原 根 存在 的 充 要 条 件 是 ，m 等 于 2 , 4， 
ра 或 2p2” ， 其 中 p 是 奇 素数 。 

为 了 证 明 本 定理 ， 先 证 

BI  җп;>3,‚, (а, 2")= 1 时 ， 同 余 式 


n~2 
а? 


永远 成 立 。 
证 明 今 用 数学 归纳 法 证 明之 ， 
А) щп= 3 时 ，a= 2a,+ 1， 所 以 
‘a 4ау(а,+ 1)+ 1 = 1 (mod 2 5), 
В) | аз TDT? 


-2 Бас. : 
a?” = (а? зуг 1 + 2°71{)? 


= 1 + 2"(t+ 2 ""2t2) 
=] (mod 2 ") 
所 以 (a) 对 于 任 一 na 3 的 整数 n 都 成 立 ， 
Е 902 *) = 2 :， 所 以 这 个 引 理 说 明了 模 2" (0223) 无 


= 1 (mod 2 ") (a) 


= 1(mod2"-1), W: 
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RIR. 
定理 的 证 明 (i) 必要 条 件 ， 设 
a Ср Шү 
m=2 р; * Dk 
是 m 的 标准 分 解 式 ， Ж“ (а, m)= 1, (а, 2°)=1› 


(а, р )=1(ї= 1, +, 上)， 由 网 拉 定 理 及 引 理 得 


a 
aQ (Pi) 1 (modpti G= 1, = k) (b) 


| aG ы 1 (mod 2 °), 34 n< 2 ifs 
(e) 


1 обов 
а2%2 2 = 1 (той2"), эң 023 时 。 


令 Ф(2*)=2°7%, 34 n< 2 hj 
I Log =e, м n> 3 8, А 


h=| +， Ф( ра), © 9 人 рр" )]. 
则 由 (b)，(c) 及 同 余 的 性 质 11"， 得 
акаа 1 (mod m), ` 
既然 上 式 对 一 切 与 mm 互 隶 的 整数 a З, PLE; A h 
<9(m)， 则 模 m 的 原 根 不 存在 。 所 以 我 们 只 要 讨论 何 时 
= Ф(т) ОХЕ m 有 原 根 的 必要 条 件 ) 。. 
34 n> 3 B$, 
k 
а: П) = фә) ФС), 


所 以 2"im(n 之 3 ) 时 , & m ERR, 
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шк 1 时 ，2 19(p&l)，2 19(p%2)， 因 此 


СФ(р©!),Ф(р@?%)) <Ф(р! ›®(р *), 


h 
hoch TI Ppi )= PCm), 
` 1=1 
所 以 m 含有 两 个 或 两 个 以 上 奇 素 因 子 时 ， 没 有 原 根 。 
当 n= 2, К= 16, Ф(22) = 2, 2 |Ф(р?!)» 
КЛ һ<ЇФ(т), | 
所 以 m = 22 pa 时， 没有 原 根 ， 
归纳 上 述 讨论 知 ，m 有 原 根 的 必要 条 件 是 , 其 标准 分 解 
式 符合 下 列 四 种 情况 之 一 ， | 
п=1, п= 2, п= 0, 1=1, 
p |22, ат" а, 
` Gi) 充分 条 件 ， 当 m= 2 时，9(2 ) = 1 ，1 是 模 2 的 
原 根 ， 当 m= 4 时 ，9(4) = 2 ，3 是 模 4 的 原 根 。 由 定理 6"5、 
6.6. 6:741 ш= ра, 2 ра (2221 )Bh, RARR. 
定理 6.9 # т> 1 , `Ф( т) ЖЖ ЫТ Ж а, q: ° 
s, Qi (gs m)= 1, 则 g 是 模 m 的 一 个 元 根 的 充 要 条 件 


Ж: 
Ф (т) 


g i эз] (тойт), i=1, 2, е, k(2) 
证 明 (1) #Е6.Ф(т), 但 7 
о <?) 


所 以 ( 2 ) 式 成 立 。 
GD 著 (2 ) 式 成 立 ， 设 gEn5， 今 用 反 证 法 证 明之 , 
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<Ф(шщ), i= 1, 2, е, К. 


设 5<Ф(т), ШАН: 2061 151900), B. т) 
是 大 于 1 的 整数 ， 则 必 有 一 


a Pm = qu = РОО -su 一 > 
qi 
Pm) 
=> li = (45 )"= 1 (mod m) 
这 与 假设 矛盾 。 


定理 6.9 给 予 我 们 求 模 m = pe 原 根 的 一 种 方法 ， 先 求 出 
Ф(ре)у=а{! “qut ， 然 后 找 出 一 个 整数 g，(g，m)= 1 к, 
使 它 满 足 ( 2 ) 式 的 条 件 ， 则 这 个 g 即 所 求 的 原 根 。 

6-1 #оп=41, p(m)= (41) =23 x 5， 则 :qi =2， 


q =s, Spezo, у= 8 ， 故 & 是 模 11 的 原 根 的 充 


要 条 件 是 ， | 
&*°з= 1 (mod 41), g še 1 (mod 41), (g; 41)= 1, 
我 们 用 1 ，2 ，3 ，…，40 逐 一 验算 ， 得 到 
1 =1(mod 41); 2°=10(mo4 41), 3°=1(mod41) 

ü 22 = =1(mod 41); | 7 ` 

. 4°=ml8(mod41), }, 5° °=l18(mod4D, Y 

Cans 1 (mod41); 1 5 2055 1 (mod41); | 
6 ®+=10#= 1 (той41); + 
6 *"= -1% 1 (mod41), | 

故 6 是 模 41 的 一 SAR. 

例 6.2 设 m=41:2=1681， 此 时 虽 亦 可 用 定理 让 : Эй Jr 

法 ， RELI RARE 但 用 定理 6.6 的 方法 似 更 简单 。 

由 例 6.1 知 6 € ,40， 计 算 之 可 得 
.6 422124 (mod41’:)=>61= 1+41(3+41l), 其 
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中 1 是 正 整 数 。 

(6+41t)4°=1+41(3+411~6st+41T)=1+41lu, 其 
中 u=3+411-639t+41T, Т=6#*ї+ С1{65®# + 41? + 
+418940, 4 t= 0 BJ, 4и, W H 6:641, 6+ 
41х 0 = 6 是 模 412? 的 一 个 原 根 . 

例 6.3 设 m= 2 x412=3362， 此 时 模 m 的 原 根 BL 亦 
可 由 定理 6.9 的 方法 来 求 得 . 但 由 例 6,2 及 定理 6,7 立即 得 到 
6 +41? = 1687 是 模 3362 的 一 个 原 根 。 

必须 引起 注意 的 是 ， 由 定理 6.9 所 提供 求 原 根 的 方法 ,并 
不 是 对 任何 模 m 都 能 计算 ， 因 为 9(m) 的 标准 分 解 式 不 一 定 
都 能 求 出 。 另 一 方面 ，m 很 大 时 ， 即 使 能 求 出 (та) 的 一 切 
素 因 子 ， 但 ( 2 ) 式 的 验算 亦 十 分 繁杂 ， 这 是 一 个 大 缺点 。 


第 二 节 ”指数 及 n 次 剩余 
当 m= pe 或 m= 2 pe 的 情况 下 ， 模 m 的 原 根 是 存在 
的 ， 本 节 在 这 个 基础 上 引进 指数 的 概念 ， 并 推出 它 的 性 质 ， 
用 以 研究 同 余 式 | | 
x"=a(mod m), (a, m)=1 
有 解 的 条 件 ， 有 解 时 解 的 数量 以 及 如 何 求解 。 最 后 介绍 如 
ARHAR m 的 原 根 的 个 数 ， 
”本 节 无 特别 声明 时 ， 模 各 都 指 的 是 pa 或 2 pe，c - 
Ф(ш), g ÆR m 的 一 个 原 根 。 
定理 6.10 若 r 通 过 模 c 的 最 小 非 负 完全 剩余 系 ， 则 g" 
通过 模 m 的 一 个 互 素 剩 余 系 。 | 
证 明 因为 g 是 模 m 的 一 个 原 根 ， 由 原 根 的 定义 及 定 
96:1, 1 
Б, g's 82, бе, рт! (a) 
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是 对 模 m 两 两 互 不 同 余 的 个 数 .又 因 (g，m) = 1 => 
(g, m)=1, r=0, 1, =, с-1, WU (a) 是 模 m 的 
Жжж. 

ATER, ЖИРЕ ТУ тн. Ж А Ж 
引进 “指数 ”的 概念 。 指 数 的 概念 与 对 数 概念 很 相 象 ， 而 原 
根 相当 于 对 数 的 底 。 

定义 6.2 ”给 定 的 一 个 整数 a， 若 对 模 m 的 一 个 原 根 g， 
存在 一 非 负 整数 r， 使 得 

a=g" ( mod m) 
RE, M r 叫做 以 g 为 底 的 a 对 模 m 的 一 个 指数 ( index) 。 
记 作 ， 

r=inda， 或 rc=ind a, 

由 定义 6.2 知 ，a 的 指数 不 仅 对 模 m 有 关 ， 而 且 与 为 底 的 
原 根 亦 有 关系 。 例如 ，2 ， 3 都 是 模 5 的 原 根 ， 但 ind。 3 = 
=1, ind,3 = 3, 

由 定理 6.10 知 道 ， 任 一 与 模 m 互 家 的 整数 a ， 对 于 模 m 
的 任 一 原 根 g 来 说 ，a 的 指数 都 存在 ， 若 (a ，m ) 关 1 ， 则 
对 模 m 的 任 一 原 根 来 说 ，a 的 指数 都 不 存在 ， 

以 g 为 底 a 对 模 m 的 指数 ， 实 际 上 是 关于 模 c 的 一 个 类 
中 的 一 切 非 负 整数 | 

定理 6.11 (a, т) = 1，gE。c， 则 对 模 m 来 说 ,a 有 
一 个 以 g 为 底 的 指数 r"，0 сг" <, НИЕ ах 
m 的 一 切 指数 是 满足 

rær’ (mod c), г;>0 
的 整数 r, 

证 明 因为 (a，m) = 1 ， 所 以 由 定理 6,10 知 道 ， 了 r/， 

0<г/ <cZa= g r, (mod m), 
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# g’ =за(шой m)Xr2 0 )=>g" =g" (mod m), H 
FgE.co HE62, 
r=r’(mod c), гр 0, 
RZ, #r=r'(mod с), r>0, MW HH 6.241 
gr=gr =a ( mod m) 
即 满足 定理 条 件 的 非 负 整数 r, WE a 的 指数 。 
定理 6.12 g 是 模 m 的 一 个 原 根 ，r 是 一 个 非 负 整 
数 ， 则 以 gE 为 底 ， 对 模 征 有 同一 指数 的 一 切 整数 是 模 п 
一 个 与 模 互 素 的 剩余 类 。 
ШЕ 由 定义 6'2 知 道 ， 
indea = г‹=>аж= =g" (тойт), 
Eg’, m)= 1, MA 与 m 互 案 的 剩余 类 { 8” } 中 的 任 一 数 的 
指数 都 是 r。 
综合 上 述 内 容 ， 可 得 
ind a=ind b(mod c)<>a=b ( mod т), (3) 
.下面 我 们 证 明 一 个 与 对 数 完全 相 象 的 性 质 ， 
定理 6.13 车 ai a eo a, EBMER п 个 整数 ， 
则 | 
ind aia:…anssind a, +ind а, +... +inda,(mod с), 
特别 地 ， 
inda"=ninda (mod c), 


证 明 由 定义 6.2 知 


ai sgindai(mod т), i=1, 2, e п==>аџ; a, +a, 


三 gind а: +іпбаз +…+ indas 
ind(a,a,-.a,)=inda,+ind а, +... +inda,(modc) . 
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А ај = а, =... Any 


inda! == п іпба(тойс), 

利用 指数 可 以 解 同 余 式 (1 )， 正 象 利 用 对 数 可 以 求 n 次 
方 根 一 样 ， 我 们 预先 要 对 于 模 巴 选 出 以 某 一 原 根 为 底 的 两 个 

指数 表 : 一 个 是 已 知 一 数 a, 求 a 的 指数 r 的 表 T，; 另 一 个 是 
由 指数 r 求 其 所 对 应 的 数 a 的 表 N。 表 中 所 出 现 的 a 只 是 模 
m 的 最 小 非 负 互 素 的 剩余 ,而 7 是 模 P(m) 的 最 小 非 负 ЖЖ. 
516.4 作 模 41 的 两 个 指数 表 ， 由 例 6.1 知 6 是 模 41 的 一 

个 原 根 ， 因 此 以 6 AR, YAR, 


6°=1, 6!=6, 6236, 6=11l, 6‘=25, 
6®=27, 6°=39, 6'=29, 6%==10, 6°=19, 
61°=32, 6!!=28, 6!?=4, 6!%®24, 6!*=21, 
61%=3, 6!%=18, 6!7+=26, 6!#=33, 6!°=34 
6°"=40, 6*!=35, 622825, 6°%9+ш30, 624=16, 
6%®шш114, 6282, 627812, 625=31,- 6329 一 22， 
659, 6215213, 622837, 622817 65t=20, 
625238, 63 =23, 6%'ш15, 6G22=8, 62=7, 
因此 可 列表 如 下 ， 其 中 第 一 纵 行 是 十 位 数字 ， 
H aral © 
011 21 зав в товоо 
Е ЕЕЕ 
° 0 | 26 |15 | 12) 22 | 1 | 39 | 38 | зо 
1 8 3 2 3 % 3 34 з в}. 9 
2 3 14 2 3 13 4] 12 5 H| 7 
з 23 28 10 16. 19 aj 2 3 3 | 6 
4 | 20 | | 
E i | 
ар 


由 + 查 a 的 表 N 


i - Н | 
poji 2 sjaj si 6] 7 8 9. 
i | 1 | - - : - 
| | | 1 | | ,i 
0 1 | 6 36 11 | 25 | 27 | 39, 2 | 10 | 19 
1 ` 32 ' 28 | {иа sji) 26 | 33 | 34 
2 4 35] 5 3 1 l l м | 2112] 3 22. 
| | 
3 | 9 | 13 | 37 17 |20 | 38 | 23 | 15 |8 7 
| ! ! | ! 


例如 ， 从 上 面 的 I 表 查 得 30 的 指数 是 23，19 的 指数 是 9 ， 
Щ1п1430== =23,ind19=9(mod 40); 从 N 表 中 查 得 对 应 于 指数 
21 的 数 是 35， 对 应 于 指数 34 的 数 是 20， 即 8*! =35, шш 
34(mod 41)， 其 中 g= 6 ， 等 等 。 

现在 应 用 指数 玉 研 究 同 作 式 (1) 有 解 的 条 件 . Г 引 
进 

“定义 68” 设 m 是 给 定 的 正 整数 ， 若 同 余 式 (1) 有 解 W 
а ЩЕ ошу п 次 剩余 C residue of degree п); #(1) 
无 解 ， 则 a 叫做 模 m 的 一 个 п KERR C non- -residue of 
degree n), и с 

定理 6.14 „Жоп, o= d, (а, ш) = 1, Е" 

O MAR О s 

x"=a(mod m) Е (1) 

ЖЕ Са 是 对 模 m 的 n 次 剩余 > 的 充 要 条 件 是 9 ind 并 
且 有 解 时 其 解数 是 d, z 
《这 人 的 一个 本 人 中 анавда. 


| 
j о 
. 


证 明 由 等 价 关系 式 ( 3 ) 与 定理 6.13， жара 
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nind x =ind a(mod с) (4) 
SARAC ) 等 价 。 即 (4 ) 的 任 一 解 x=x (mod m), RE 
CORR, Б, (1) Й Е — Ж хех (шой m) 亦 ( 4) 的 
解 。 今 分 下 面 两 点 来 证 明 ， 

G) 由 定理 6"10 知 道 ， 对 于 任 一 整数 X， 
ERR 
X=ind x(mod с) 
都 有 解 x， 故 ( 4 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 
nX=inda (mod c) (47) 
有 解 。 由 定理 4.1 知 (4) 有 解 的 充 要 条 件 是 : 

dlind a, (п, c)=d, 

并 且 有 了解 时 有 4 个 解 ， 所 以 ( 1 ) 有 解 的 充 要 条 件 是 ，d| 
ind a， 且 有 解 时 有 d 个 解 。 

Gi) ВО), шй n 次 剩余 的 个 数 是 指数 inda 的 
序列 

0s ls 2s *%, C— 1 


中 d 的 信 数 的 个 数 ， 故 n 次 剩余 的 个 数 是 2 


今 把 二 次 剩余 的 欧 拉 判别 条 件 推广 于 下 ， 
ж a 对 模 m 的 n 次 剩余 的 充 要 条 件 是 ， 


а%к1 (шой ш), = (п, c), 
证 明 由 定理 6.14 知 道 ， 
《1) 式 有 和 解 (a 为 模 m 的 n 次 剩余 ) indas 0 
dfe (3) с 
(mod d)<>inda= 0 ( mod с) <=>аї = 1 ( mod m) 。 
96-5 在 同 余 式 
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x5=23 ( mod 41) (a) 
H, n=8, с=Ф(41) = 40, (40, 8)=8, ind23=36, H 
8+36， 故 (a) 无 解 。 
例 6:6 在 同 余 式 
х!22=37 ( mod 41) (b) 
中 ，d= (12, 40) =4，ind37 = 32， 因 4132， 故 (b) 有 解 ， 且 
其 解数 为 4 。 又 由 等 价 关系 式 ( 3 ) 知 道 ， 同 余 式 (b) 等 价 于 
同 余 式 
12 ind x=ind 37 (mod 40) , 
先 解 | 
3indx=8(mod10), (c) 
得 ind x=6 (mod 10), B(OH IRE 
indx=6, 16, 26, 36 (mod 40), 
ANK x=39, 18, 2, 23 Стой 41) ЖСН, 


16-7 х*=а(той а) 5414 x=ind a (той40), 
而 (n，c) = (4, 40) = 4， 由 表 I 查 得 ， 当 a 等 于 
1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40 
时 4lind a, 所 以 这 10 数 都 是 模 41 的 四 次 剩余 . 表 内 看 到 此 外 
再 无 别 的 数 了 。 而 -T = 10， 故 它 适 合 定理 6*14(ii) 的 结论 。 
由 于 (4，40) = (12, 40) = (28, 40) = (36, 40) 
4 。 故 这 10 个 数 亦 是 模 41 的 12 次 、28 次 、 кия. 


定理 6.15 Æa, ш)=1, аЄ„$, = Чї ce) ° 


特别 是 a 是 模 m 的 一 个 原 根 的 充 要 条 件 是 :， Cinda, с) = 
1. , 
证 明 因为 aE。5， 所 以 as =1(mod 症 ) ,由 定理 6.13 知 
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sind a= 0 (mod c), 
出 定理 6.2 系 1 知 ， Ф|, 


inda= 0 Стой 5), 


Blind а, 而 1, isl Саба, с), 因此 


s <Gnd а, с) => аа узо. (a) 


ñ д=(їпйа, с), BW 


ind а= 0( той 9) => -qind a= 0 (mod c)—>ad 
8 的 定义 
= 1 (mod m) ае ad с)” 
结合 (a)， 得 
_ с 
Спа, с)? 


Ж аЄыс, Mj ò = с==>(іпіа, с) = 1, 


反之 ,着 (inda，c)= 1, Шабыс, Ша 是 模 m 的 JE 


Ж. 


注意 ， 从 证 明 的 过 程 可 以 看 出 : 不 论 以 模 m 的 那 一 个 i 原 


根 为 底 ， 定 理 6"15 的 结论 都 是 一 样 的 . 


定理 6.16 ванне, RTIRA 5 R 
пиче), PAB Cm EAR, WAN 


个 数 是 中 (c )。 


证 明 设 在 模 m 的 互 素 剩余 系 中 ， 属于 方 次 数 8 的 整数 
的 个 数 是 T， 则 由 定理 6， "15 知人 T 等 于 在 模 m 的 互 素 剩余 系 中 ， 


满足 条 件 


да, су=-© 
(inda, с) š 
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的 a 的 个 数 。 由 于 当 x 过 模 m 的 互 素 剩余 系 时 ，ind хш 
的 完全 剩余 系 ， 故 T 等 于 满足 条 件 


(у, с) = s> 0 <y<c 

的 整数 y 的 个 数 ， 人 y= Ë 因为 ( -Us o= 5 us ó > 
= 5， 所 以 T 等 于 满足 条 件 (u，8) = 1 ，0 <u<8 的 整数 
u 的 个 数 。 | | 
° Т=ф($), 
特别 地 ， 在 模 m 的 互 素 剩余 系 中 ， 属 于 方 次 数 c 的 整数 
的 个 数 是 『P(c)， 故 模 m 原 根 的 个 数 是 P(ec). | 

此 定理 解决 了 原 根 的 数量 的 问题 。 

例 6.8 在 模 41 的 互 索 和 璋 余 系 中 ， 属 于 方 次 数 10 的 数 a 
满足 条 件 
| (їпда, 40 = у= 4 一 >inda= 4, 12, 28, 


36==>а=25, 4, 31, 23, a€ 4.110, 
其 个 数 是 (10) = 4. 
例 6.9 在 模 41 的 互 素 剩 余 系 中 ， 原 根 是 适合 条 件 
(inda，40)= 1 
的 数 a， 即 
inda=1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19, 21, 23, 27, 
29, 31; 33, 37, 39 
=>а= 6, 11, 29, 19, 28, 24, 26, 34, 35, 30, 12, 
22, 13, 17, 15, 7, 
这 16 = 中 (40) 个 数 都 是 模 41 的 原 根 。 | 
书 来 附 有 4000 以 下 的 素数 及 其 最 小 原 根 表 ， 以 及 100 以 
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内 素数 模 的 原 根 及 指数 表 (由 a 查 r 用 “I” 表 ， 由 r 查 a 
ЮН “№ жә. 

与 对 数 换 底 公 式 类 似 地 ， 有 

定理 6.17 376. Me: 是 模 m 的 两 个 原 根 ，(a，m)= 
1， 则 

ind g mind. a х inde， g, (mod с) 

ind, a=ind, axind, g, (mod c) 
并 且 

ind gı Xind g:=1 (mod с), с=Ф(т) (7) 

53 gı 


证 明 Шо, =іпі а, a,=ind а(тойс), 
Ë1 Ë: 
© акр, =: (mod т) =>ind, g | 
1 
=ind, gz: (mod с) =Фа,=а,іпі, g+: (mod с) = 
1 


ind a=ind, a x ind, 6: (mod c), 
同 理 ， 
ind, к“ !=ind, gs :~—>ind, a=ind, а 
xind g, (modc), 
52 
在 (6 ) 的 第 一 式 中 取 a =g:， 就 得 到 (7 ) 。 
RER ind, g: Rind, g, 与 对 数理 论 中 所 谓 “ 模 " 相 


tb. 

例 6.10 计算 ind,,13=? (mod @(19)), 

解 在 模 19 的 1 表 中 查 得 ， ind,,132=13(mod 18), 
ind,,15=7(mod18), Ш2ўз%(6){% 
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ind,,13=ind,,13-ind,,15(mod 18) 
==>7ind,,13=-13(mod 18), 
B ind,,13=7(mod 18), 
例 6.11 解 下 诸 同 余 式 ， 
(1) 36x=57(mod 83); (11) 8х == – 21(той 47); 
(111) x2=31(mod 43); (іу) х? ==23(той 97); 
(v) х3 ==7( пой 29); (у1) х5 == —3(mod 41); 
(уіі)хё =69(mod 71); (viii)x° =3(mod 71), 
Ж ”正如 应 用 对 数 知识 解 方程 一 样 地 ， 把 方 程 的 两 边 
“ 取 对 数 ”， 改 为 在 已 知 同 余 式 两 边 “ 取 指数 ”， 把 一 般 同 
余 式 改变 成 指数 的 同 余 式 。 
G) 两 边 取 指 数 得 
ind 36+ind x=ind 57(mod 82) 
从 素数 83 的 I 表 中 查 得 ，ind 36 = 28，ind 57 = 29。 
^% ind x= 1 (mod 82) 
EN, x=50(mod 83), 
(11) 8x=26(mod 47)==b>4x==13(mod 47) 


LETS | 

==> ind 4+ ind x=ind 13(mod 46) 

# D | 

==> 14 + indx=3 (mod 46) 一 >ind x=35(mod 46) 
ENE 


=> x 三 15(mod 47), 


... 取 指 数 

(iii) xs=31(mod 43) => 2114 x=ind 31(mod 42) 
al 

=> 2ind x=32(mod 42) => ind x=16(mod21) 
=>ind x,=16(mod 42), ind х, =37(mod 42) 


ENZ 
==> x, =]7, x, =26(mod 43) 
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(іу) x2=23(mod 97) =>>xindx=ind 23= 
79(mod96 ) Wg (2, 96) =2, ，24+79 ， 故 原 同 余 式 无 解 ， 即 


(8) 

(у) xš=7(mod 29)—>3ind x=ind7=20( той 28) 
==>ind x=j6(mod 28) —>x=16(mod 29), 
因 (3, 28) = 1， 故 它 是 原 同 余 式 的 唯一 解 。 

(vi) 因 .(5，40》=5， 故 原 同 余 式 有 解 时， 有 五 个 
解 .: 用 38 代 - 3 后 ， 同 余 式 两 边 取 指 数 得 

5 ind x=ind 38=35(mod 40) 
ind x=7(mod 8), 

ind x=7, 15, 23, 31, 39(mod 40) 
EN 表 得 ， 

x=29, 3, 30, 13, 7( mod 41 ) 
是 原 同 余 式 的 五 个 解 ， 

(vii) 因 (6，70) = 2， 故 有 解 时 有 二 解 ， 但 

6 ind x=ind 69=23(mod 70) 

无 解 ， 故 原 同 余 式 无 解 。 

(viii) 因 (6，70) = 2， 故 有 解 时 有 二 解 ， 而 

6ind x=ind 3=18(mod 70)== 3indx=9 

(mod 35) =>bind x=3(mod 35)—indx=3, 

38(mod 70)=—>x=52, 19(mod 71) 
是 原则 余 式 的 两 个 解 。 


第 三 节 ”指数 组 及 解 合 数 模 同 余 式 


上 节 研 究 了 指数 的 基本 性 质 及 其 对 解 素数 模 an 次 二 项 同 
余 式 的 应 用 。 但 是 指数 的 概念 有 炉 于 模 m 的 原 根 的 存在 ， 在 
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MC rh ПИ ANR т=2, 4, ра, 2pe (Cp 是 奇 素数 ， 
a 是 自然 数 ) 时 ， 模 m 的 原 根 存 在 。m 在 一 般 的 情况 下 ， 原 
根 往 往 不 存在 ， 此 时 x" 二 a(mod п) EnA? 有 解 时 如 何 
求解 ? 为 此 本 节 将 对 一 般 情 况 的 模 m 引入 “指数 组 ”的 W 
念 ， 进 而 探讨 x =а(той m) 的 求解 问题 。 

从 定理 6.8 的 引 理 知道 ， 当 a 223, (а, 2%)= 1 有 时， 都 
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быш (той 2° ), (8) 
下 面 将 研究 是 否 存 在 整数 a， 它 对 模 2”(a 之 3) 是 属于 方 
KA? 其 管 案 是 肯定 的 。 
定理 6.18 设 >>3， 则 5E ,a 2"-”， 并 且 


a 


+5°, +5!, +52, <, +52 С! (9) 
是 模 2 的 一 个 互 素 剩 余 系 。 

证 明 设 5 对 模 2 是 属于 方 次数 5， 由 (8 ) 及 定理 6.2 
即 得 512972, Др 5 = 2"(( 和 na 和 ac - 2), 故 要 证 85= 25-2 ， 
只 要 证 

52 所 1 (mod 2z)，0<m<a-2 (а) 
就 可 以 了 . 为 此 我 们 先 证 ， 对 于 任意 非 负 整数 四， 下 列 等 式 
成 立 ， | 


52 =1+2°*#+2"+®%щ, (b) 
其 中 Un 是 一 个 非 负 整数 。 事实 上 ， x m= 0, 1 时 ， u, =0, 
ui =1, %m>1B, 


5% =(1+2%)# =1+2"+? — 2 ә 
+ (22)2 = +09926 рез, (b) 
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Жи, = [ о°- + 42-009 692+. 


ш 


+2#=*! -‹а+з› ]m>>2)， 是 一 个 正 整 数 。 
H (b”)48 
52” =1(mod 2"+2) 且 52 所 1(mod2 )。 
其 中 0<m<a-2, В 2 入 mr+ 2<a。 
5E a257? 
BAE. 184. F327? 个 数 ， 
—5°, 51, 52, e, 52472-1, 
HR 是 两 两 互 不 同 余 的 ， 因 而 
5°, —5', —5#, е, 5272-1, (4) 
对 模 2° 亦 两 两 互 不 同 余 , 不仅 如 此 ,，(c) 中 的 任 一 数 对 (d) 中 
任 一 数 ， 关 于 模 2" 亦 两 两 互 不 同 余 。 事 实 上 ， 因 为 
5'=1(mod 4), ў – 5° = – 1(mod4), РД 5'əs — 5° 


(c) 


(mod4)， 即 5: == -5 (mod 2а), a22, 
又 (c)，(〈d) 中 任 一 数 都 与 2” 互 素 ， 且 其 数目 是 


2. 2972-2971. 9(2") 个 。 所 以 (9 ) 是 模 2° TERN 
余 系 。 


系 < 
-1 ща = 1 时 ， -全 ща= 1 时 ， 
2， 当 a 之 2 时 。 ° {(2°7%, җа;>2ь]. 


车 rf 及 ro 分 别 过 模 c 及 <。 的 最 小 非 负 完全 剩余 系 ， 即 


r=0, l, C-i; ro=0, l, +, co—1 (a) 
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则 (一 1 7)57 5 "过 模 2“ 的 一 个 互 素 剩余 系 。 
证 明 ”由 定理 6。18 知 道 ， 当 a 之 3， 系 的 结论 成 立 。 
а= 1 时 ，r 和 ro 都 只 能 是 0， 而 (-1)"5" = 1 是 模 2 的 互 


素 剩 余 系 。 当 a=2 时 ，r=0，1; rf。=0。( 一 1) ”5 通过 ， 
(= 1)°%5%=1, (一 1)! 5%= 一 1 二 数 ， 这 是 模 2:=4 的 一 个 


互 素 剩余 系 ， 
定理 6.19 НЖЖ 
, 
(- 1! 56 = -9 5'0 (той 2%) (10) 
成 立 的 充分 且 必 要 条 件 是 ， 
fr=r (тойс), r. = ri (mod c,), (11) 


证 明 设 Y，Y/ 对 模 c 的 最 小 非 负 剩余 分 别 是 s，s’ ， 
го o го со 的 最 小 非 负 剩余 分 别 是 s,，s6。 则 由 定理 
6。2 知 
5, 


ГА 
<>(-1) 5° °=(-1) 5 (mod 2% 


(1) s=- 57% (той 2%) 
由 定理 6.18 系 知 上 式 成 立 的 充 要 条 件 是 


, 
r=r!, го= г, 
, 
Вр г==г/ ( mod с), r.=r, Стой C.) 


现在 我 们 引入 模 2“ 的 指数 组 的 概念 ， 
定义 6.4 若非 负 整 数 І, Tos 使 
as 一 (-1) 579 (mod 29), 
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т, го Ще а 对 模 22 的 一 个 指数 组 (the system of ind- 
ices of a to modulus 92%), 

由 定理 6， 18 的 系 知 道 ， 每 一 与 2“ 互 素 的 数 ， 对 模 2" 有 
一 个 指数 组 r"， г, Н0<г^<с, 0<ri<c,. | 


如 果 知 道 a 对 模 2” 的 一 个 指数 组 是 r"，r4， 那 末 由 定 
理 6 .19 知 。 а 对 模 22 的 一 切 指 数组 是 适合 条 件 


г=зг/ (К тойс), r. = rt ( тойс, ) 


的 一 切 非 负 整数 对 r，r。. 

由 定义 6。4 还 可 以 直接 看 出 ， 对 模 2” 有 同 一 指数 组 的 
一 切 数 ， 作 成 一 个 模 2° 的 互 素 剩余 类 。 对 于 模 2° 的 指数 组 ， 
我 们 还 可 以 得 出 与 定理 6,13 类 似 的 结果 ， 即 | 

定理 6.20 az, а,, ·-, a, J п 532° н жиш 
г(а:), г„(а)(1=1, 2, +, п) Ж а 对 模 2° 的 指数 组 ， 
MJ Borla), 2 ro(ai) 是 alias…an 对 模 2 的 一 个 指数 组 . 

i=1 i=1 

证 明 由 定义 6，4， 知 

азе 1) (ai) grol) (mod 2% J(i=1,2,..,n), 

£ r(ai) P ro (ai) 


*. ajata =(= 1)i%1 5:1 (той 2° ), 


再 由 定理 6 644%, аза, а, 对 模 2° 的 指数 组 是 ， 


n 


Уга), Dir (ai), 


i=1 i=1 
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下 面 我 们 对 一 般 合 数 模 m= 2”p?Y!… p (ЖКН 
m 都 表示 这 样 的 整数 )， 引 入 指数 组 的 概念 ， 设 c， c° BJ W 
义 与 定理 6。18 的 系 中 的 c，c。 相同 ; 令 с, = (2°) 


< 


(s=1, =" k), g Rs p. 的 最 小 厌 根 ， 
定义 6.5 ”若非 负 整 数 r, ro ro +з, п, 使 
(-1)° 5"? (mod 2%), 
а=: '( тойру*)(з=1, = k). | D 


Wrs ro ris шаян m RA 
例如 ，a=3，m=224=25x7。 则 


a=(— 1) 


3=(-1) 570 (mod25)—>r=1, r.=3; 
3=3!1 (mod 7) =>r, = 1, 
”车 把 它 改 为 7 的 另 一 个 元 根 5， 则 
3 三 55 (mod 7) => r= 5, | 
注意 ， 由 于 a 的 指数 组 ， 与 g, 的 选择 有 关 ， 为 了 方便 ， 
故 在 定义 6，5 中 ，g, рое 的 最 小 原 根 ， 但 是 着 改 为 任 一 


原 根 ， 虽 然 不 同 的 原 根 ，a 关于 模 m 所 对 应 的 指数 组 不 同 ， 
却 不 影响 下 列 诸 定理 的 正确 性 ， 以 及 它们 在 解 同 余 式 中 的 应 
H. 

从 定义 6， 5 容易 得 到 下 列 三 条 与 本 节 前 面 定理 类 但 的 定 
理 。 

定理 6.21 车 a 是 任 一 与 m 互 素 的 整数 ， 则 a 有 一 个 


对 模 m ВЗН КАН г’, го, ri Ө» rís Kr <e, 061 < 
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<€, s=0, 1, +k, H a 对 模 m 的 一 切 指数 组 ,都 是 由 
适合 条 件 ， 

rær’ (mod с), г, = г; (modc)，s=0,1 wk (13) 
ЙОАН т, го, ro +з, т, 

证 明 因为 (a，m)=1, 所以 (a, 2991, (а, ре) 
“1，s=1，2，…，。 由 定理 6。18 的 系 知道 ，a 有 一 个 对 
模 2° 的 指数 组 rr гоз KEFE ре, ро, e, рах 的 原 
根 都 存在 ， 设 它们 的 最 小 原 根 分 别 为 go go s g . 则 由 


, , 
ХЕ 86-111, Уг, rtZ a=g!! (mod pi), o, 


r 
a=g, (mod рив), НЕ 6 • 51, г’, гї, гї, ә» r 是 


a 对 模 m 的 一 个 指数 组 。 

又 由 定理 6。11 及 6。19 知 道 ，a 对 模 m 的 一 切 指数 组 ， 
都 是 由 适合 条 件 (13) 的 数组 r, Tos гү, +, тү 组成。 

定理 6.22 任 给 一 个 非 负 整数 组 Ts Tos fis ° тү, 
则 以 这 个 数组 为 对 模 m 的 指数 组 的 一 切 数 ， 作成 一 个 与 模 
m 互 素 的 剩余 类 ， 

证 明 由 孙子 定理 知 同 余 式 组 

x=(-1)" 57° (mod 2°), 


x=sg;° (mod р2*) (5-1, es k), 
有 唯一 解 x=a(mod m)。 又 因 (a， 2%) = ((- "s", 2°) 
= 1, (а, р) = (gs р") = 1(8=1, 2, эе, k), 所 以 
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(а, m)=1, а) m 互 素 的 一 个 剩余 类 ， 
系 # r, Tos Tis "ә тк 分别 过 模 c,co ‚С, to’ Ор 
的 完全 剩余 系 时 ， 则 对 应 指数 组 (r、r。，…，ri ) 的 a 过 模 


m НЖЖ, Дф m= 27 pr ep", c，co 与 定理 
6.180 9, со=Ф(р'!)@=1, +, ю, 


证 明 ”由 定理 6.18 的 系 及 定理 6.10 知 道 ， 
гаг" (той с) г, г, (той си) <> (— 1)! 5% 


, 
ае 1)” 57° (mod 2%), 
ГА 
г.з г (mod cg agi ( mod р2')(ї = 1,.…,k), 


即 任 给 (a， m)= 1 的 a 时 ， EHER 有 一 个 指数 组 (r， Го» 
гі, се, т) 

a=(- 1)" 57° (той 22), ар! (mod р?) 

(1= 1, +, k), (а) 

EZ, ЖЕННИ (т, ros гу, Ur.) 由 孙子 定 
理 知 ， (a) 有 且 只 有 一 个 解 a， (а, ш)=1, 这 样 的 指数 组 
与 它 所 对 应 的 а 都 刚好 有 Plm) 个 ， 故 系 里 的 结论 是 正确 
的 。 

定理 6.23 车 (ai，m)=10=1，…， n); г(а,), 
ro(ai), г,(а,), ~, г.(а;)(і= 1, эп) a, {Ж m руз 
数组 ， 则 


n 


n n n 
У 11а), Уг, (а), Уг, (а), +, Ута) (14) 


i=l i=1 i=] i=1 


Ж a,a, a, 对 模 m 的 一 个 指数 组 
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证 明 由 定义 6。5 得 

ais(-1)ICai)5ro(ai) (mod ya ) | 

ai = g (Ai) (шой р) (5=1, ө, k) 人 куп, 
由 定理 6.13 及 6.20 知 道 (14) 是 alay…a, 对 模 m 一 -个 指数 组 ，。 

最 后 我 们 应 用 指数 组 的 性 质 来 解 同 余 式 。 


016.12 解 同 余 式 : 7x=11(mod 16), 
解 我 们 先 编造 模 16 = 2 的 指数 组 表 如 下 ， 


数 а К Е 5 a a 
TEIE Е о 0 ао | 
指数 r。 9 É 1 2 |? эз Ú 


Ж г=0,1; г,=0, 1, +, 242-1=0, 1, 2, 3; 


a=(- 1)" 5'o(mod 21), W, 7=(-—1)152(mod 16), 

由 此 先 把 7x 二 11(mod 16 ) 换 成 指数 组 的 关系 式 , 由 定理 
6.23109, 7 的 指数 组 与 x 的 指数 组 之 “和 ? 应 与 11 的 指数 
ЖКТ с, саж, ВИН ЕА 

1+г=1( тойа 2); 2+г,=1( mod4 ) 

[їй] г=0, го= 3, В ха (~ 1) 95° = – 3 (шой 16) 是 原 同 
余 式 的 解 。 
#16-13 MARR 
х?==46 ( mod 105) (a) 

Ж m=105=3x5x7; Ф(т)=Ф(3)Ф(5)Ф(7) = 48。 
因此 105 的 互 素 剩 余 类 共有 48 个 ， 并 且 3，5，7 分 别 有 原 根 
gi=2, gE2=2, g=. 依 此 造 表 如 下 ， 
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“а, (а, 105) =1 


— n ; 
1 2 4 8 1113161719 2223262931 


对 模 3 的 指数 ri 0 j 0110/0100 011110 
对 模 5 的 指数 ra 01 2303 01213020 
对 模 7 的 指数 rs "ol 2521502501 


r т 
а 323437 3841434446 4752535859 616264676871 


a 137476798283 86 | 88 | 39 92 | 94 | 97 |101 103 104 


аЬ I І A 


其 造 表 方法 可 用 孙子 定理 ， 取 48 个 指数 组 中 的 任 一 个 
(rl， Г, Їз)», 求 出 a= 2" (mod 3), а= 2" (mod 5), 
a=3Y3( mod 7) 右 边 的 数值 ， 再 从 


a=70x2!"1 +21х2% + 15 х 378 (mod 105) 
Жш Ef RR Жа. BL iga=21=2(mod3), а=2* 
=3(mod 5), a=32=2(mod 7), 
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2. a=70x2+21x3+ 15x2=23(mod 105). 
所 以 从 而 得 到 23 的 指数 组 是 (1，3，2) 等 等 .又 如 ， 指 数组 为 
(1，3，5) 的 数 是 ， 

a=70x2+21x3-+15x5=68(mod 105), 

由 定理 6.22 的 系 知道 ， 指 数组 (r,，r,。，r,) 与 a 之 间 建 
立 了 一 一 对 应 关系 ， 可 造 表 于 上 .又 如 ， 在 表 内 查 得 

a=4—>(r,i, г, rs)= (0, 2, 4); 

a=103—>(ri, r3» гз) = (0, 3, 5), 
即 

2° =4(той 3), 2:=4(mod 5), 3‘=4(mod 7); 

2°=103(mod 3), 2° =108(той 5), 3°=103 (mod 7), 
又 如 ， 
a,=2=21(mod 3), a,=1=2%(mod 5), 

a= 1==3 (mod 7); )* 


a,=1=2° (mod 3), а, =2=2!(той 5), (15) 
a,=.1=3% (mod 7); 


a Í ==1=2°(mod 3), а, =1=2°( той 5), 
аз =3=3! (mod 7), 


ER: a,=71, a,=22, a,=31(mod 105)。 这 三 个 数 有 
下 列 特点 : 


ai=gi( mod рг), а=1( mod реч) й), 


а; G, 
т= р, бүрү (16) 


其 中 p. 表示 奇 素数 ， 本 例 中 p41= 3，pg: = 5，p&s = 7。 


(160 ars +, а, ШУ т 互 素 的 诸 数 的 基 (base) ， 
亦 即 ， 若 (a，m) = 1， &—( ris y гү), Ti (ї= 1, =, К) 


248 


对 模 Ф( ор! ) 是 唯一 确定 的 ， 则 a=af …at* (mod m)* , 
事实 上 ， 由 于 


гү „г г ri — ti ал,,; 
ака! аз? a," =a; =g; (modpii)(i= 1, k), 


i 


由 定理 6.10 知 道 ，r; 是 9 ，1,…,P( př) - 1 中 一 个 唯一 确 
定 的 数 ， 
由 此 可 见 ， 与 105 互 未 的 任何 数 a， 都 可 以 从 下 式 中 指数 
组 (ri，rz，rs) 的 取 值 来 确定 ， 
a=71" «22% e31" (mod 105), 
其 中 ri=0，1 rs=0, 1, 2, 3; r. =0, 1, 5 之 一 。 


* 若 m= 22 ppor，a> 之 0 时 ， 则 (15) 改 写 为 

ao- Бәе(— ])!51(шоф2©),аүж=1зчр (mod рЁї›,., 
аута]1зшр (шой pL!) 

aoaalss( 一 1)050)mod 2%) ,aisesgissgli(mod PED, +, 


amlang? (mod pk), a5)’ 


ao=l==(~ 1) 050 (mod 25) ,a1=1= gi mod pI e, 
ar=gisgi (mod ро), 


这 时 模 m 互 素 诸 教 的 基 是 as, ap +, ax, a 
Elfs ros гу, +, rr) 都 有 


awal fa) aj eat" (mod m) ==>ашда('Г0) 
=- 1) 7 5 (mod 2%),a=əg11 (mod pi), e 


а= (mod рей), 
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ХУА EB ЭЕ C 从 r; 求 a ), 但 是 此 法 比 用 孙子 
定理 的 计算 量 更 大 ， 如 ，(ri，r2，rs)= (1, 3, 5), W 
a=71 X22 x315=71x10648 x961x 29791 
=71 x 43 x 16 x76=8x61=68(mod 105), 
今 利用 所 造 之 表 ， 来 解 同 余 式 (a)， 
由 于 (a) 等 价 ( 同 解 ) TARAH: 
x*=46=1 (mod 3), 
| четин, ` (b) 
x?=46=4 (mod 7), 2 [7 


(b) 的 各 辐 余 式 两 边 取 指数 得 


2indx=0(mod 2)， эгү=б(тоф 2), 
| 2r,=0(mod4), (c) 


2r,=4(mod 6), 


2indx=0 (mod4)， => 
2indx=ind 4=4(mod 6). 


(c) 中 每 一 个 同 余 式 都 有 二 解 ， r,=0, ，1(mod 2), г,=0, 
2(mod4), r,=2, 5(mod6), 搭配 起 来 有 八 个 指数 组 ， 
00, 0, 2), (0, 0, 5), (0, 2, 2), (0, 2, 5), (1,0,2), 
(b 0, 5), (1, 2, 2), (1, 2, 5), ХА Е 8] 
的 对 应 值 依次 是 ，16，61，79，19，86，26，44，89， 就 是 
(a) 的 八 个 解 。 


第 四 节 ”特征 函数 
从 前 面 三 节 看 到 了 ， 原 根 与 指数 的 概念 与 性 质 在 研究 同 
余 式 和 分 数 化 小 数 的 问题 中 是 很 有 用 的 。 代 助 这 两 个 概念 ， 
还 可 以 引进 在 解析 数论 中 很 常用 的 特征 函数 的 概念 ， 本 节 将 
初步 讨论 特征 函数 的 概念 及 其 最 基本 的 性 质 ， 
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本 节 采 用 ， m=2% pf epr m> 是 m 的 标准 分 解 
式 ，c，c4 与 定理 6.18 的 系 里 的 总 义 一 致 ，c. = 9( ph) 


(5= 1, +, k); 若 (a，m)=1， 刚 rf，ros туу" т, Жл 
a 对 模 m 的 一 个 指数 组 ; p，pu，P i. Pi ;分 别 表示 任 一 
К, со cK. “O c 次 单位 根 ( 因此 各 个 P 可 能 是 复 
Жо. 
定义 6.6 ”给 定 一 组 P，Po，P1，…， Po ДЕ 
pT pi pi epi’ (а, m)= 1 
X(a) = 
0, (а, ш) >1, 
叫做 模 m 的 一 个 特征 图 数 (a characteristic function to 
modulus m), 
特别 地 , 当 P=Po=Pi=…= Pi= 1], 对 应 的 特征 PS 
ж, ЩО m 的 主 特征 函数 ( Principal characteristic 
function to modulus m), 
由 定义 6。6 及 定理 6.21 可 以 看 出 ， наал 
Жа Ж 有 意义 的 单 值 函数 。 事 实 上 ， ч Y= Ү/ (mod c), Yi 


= rí (mod ci) (ї=0, 1, сз, КЮ), р? pfe ШЕКЕ 


=p propt pE MERRE с + p, сора ci 个 pi， 
эсер, MAIR CCo ciee Pim) 0, Pos Pis’ 
“5 Pa. ARA | | 

定理 6.24 ”对 模 m 有 PCm) 个 不 同 的 特征 函数 ， 

证 明 由 上 面 的 分 析 ， 我 们 可 以 取 POMARE 的 p， 
Pos Pis sP НЖЖ 四， 最 多 有 $(m) 个 不 同 的 特征 函 
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数 *。 

今 证 明 , (D, Pas Pito DEGE Phs Pis =s 
р), MENIER RERA XCa) x (а), 

Щр, Pos Pi, “S Pr) (р, Phs Dl... PL), БТ 
以 存在 s 使 得 p, 三 P: 。 由 定理 6.22 知 ， 存 在 一 个 整数 a， 使 


a 对 模 m 的 指数 组 是 ; г= 0, го=0, ,T=1, s =O 
由 定义 66 知 


Х(а) =0,, X'(a)= P, 


АА Х(а)З=Х” (a). 
定理 6.25 Ë m ру ЕХ (а) F ЭЛЕЕ. 
(i) X(1)=1; (a) 


Cii) X(a,a,)= X(a,)X(a,) 

Gii) Жа, =а, (шой m),  Х‹(а,) = X(a,), 

证 明 ”因为 1 对 模 m 的 指数 组 是 1=0, го =0, +, 
Y=0， 故 

Х(1) = popopy pt= 1, 

Gi) Wa, а, 的 指数 组 分 别 是 ， 

r(al)，ro(al) s re(al) s г(а„), го(а;), +, 
Tila). 
则 由 定理 6.23 知 ，a1a;, 的 指数 组 是 ， 

r(a,)+r(a,)s rolar) + alaz) ‚++, ту(а,)+гу(а,) 


ПААНЕК, аа) a) а, виа, AAD 
ка 


Ха) х’ (a). 
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2. X(a,a,)= prCal) + гаа) pretan) + ra (as) керка + rk (as) 


= (pD prol). prea у . 
. (p12 protas) nepra) = 


= Х(а,) * X(a,), 

(111) Яа, =а, (той m), Ш(а,, m)=(a,, m), 4 
(ais тш) >18, (а, ш) >], W Х(а,)=Х (а,) = 0; 当 
(аџ, т) = 18}, (а, т) = 1, ШЕЯ: 224, а, а, T 
同 的 指数 组 ， 故 Х(а,) = Х(а,), 

定义 6.26 
m-1 f (т), 4x) 是 主 特征 函数 时 


0， 当 x(a) 不 是 主 特征 函数 时 ，。 

证 明 G) 当 x(a) 是 主 特征 函数 时 ， 任 给 (a，m)=1， 
Ха) = 1, WO 1, =s ш- 1 中 与 m 互 素 的 数 共 有 (my) 
А, ЖН (а, т) >18 x(a) = 0 所 以 
m-1 


У) x(a)= (т), 


а= 6 
(11) 当 X(a) 不 是 主 特征 函数 时 ， HEX, AP 1 9 但 
ps*~1=0， 即 


Ф, (р tph +. +1у=о, 
сӊ—1 г 
因此 2 Pp:'=0。 故 由 定义 得 
Ys=0 
с-1 co-! ck 一 1 
Уау У Уу, + У] ртр pi 
а= 0 r=0 го = 0 rk 0 
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c-l Co 一 1 ск-1 
EG в) (Е) 

г= 0 го = 0 rk=0 

定理 6.27 若 a 是 给 定 的 一 个 整数 ， 则 

Ф(т), Ж аж=1(той m); 
X х(а) = | 
X 0, Ж а=®=1(шофт), 
其 中 二 表示 展 布 在 PCm) 个 特征 函数 上 的 和 式 ， 
x 


证 明 (1) Ж аш=1(шоф m)， 则 由 定理 6+25(i) 知 ， 对 

模 m 的 每 一 个 特定 函数 ,都 有 X(a)=1, 因 此 三 x(a) =P), 

Gi) 若 a 志 1(mod m), 则 由 定义 6 • 6] Ma, m)>1 

时 ， 对 任 一 特征 函数 都 有 X(a) =0, У1Х(а) = 0; 当 (а, т) 
x ` 


= 18, а аг, ro с ro 由 定义 6 .6 知 
Exa = (о) (Zer) (ор). 
X р po Pk . 


其 中 p 通过 一 切 C 次 单位 根 ， о, 通过 一 切 c(s= 0, KZ 
k) 次 单位 根 ， 
Ж азе1(шой m), $a XR m HRR PA r, 
BA c,>r,>0， 而 c,>1， 今 证 对 这 个 s 来 说 ， 开 pf =0， 
pp | 


从 高 等 代数 中 知道 ， 31 с, 来 说 有 一 c, 次 本 原单 位 根 s， 使 
е1 ( 因为 c。 >1), 并 且 由 于 em #1, ЖЖ 


©з —1 “joaCs үг» 
Ler = > ("у КЕС ^0) =0, 
1- ets 
PEEK) =0. 
x 
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定理 6.28 设 由 (a) 是 定义 在 一 切 整数 a 上 的 复数 值 R 
зк, PODERE m 的 一 个 特征 函数 的 充 要 条 件 是 (a) 具有 
下 列 四 个 性 质 ， 

(i) #(a, m)>1, Шй(а)=0; 

Gi) PRETO; 

(11) 4а, a,)=wWédea,))(a,) 

(iv) Жа, =а, (тойт), Mylar) = 4(а,) 

证 明 1。 必要 性 ， 若 由 (a) 是 模 m 的 一 个 特征 函数 , 则 - 
由 定义 6，6 知 (让) 成 立 ， 又 由 定理 6。25 知 性 质 (ii)、(iii)、 
сой. 

。 充 分 性 ， 设 中 (a) 是 定义 在 一 切 整 数 a 上 且 满足 性 质 
оян, 我 们 先 证 明 
(1) = 1; #(a, m)=1,: Whb(a)= 0, (а) 

НИСА, Jaza 0; 由 (iii)， Wa, )= 
фСа,+1) = фа, (1), #901) =1, о 

Н+ (а, ш) = 1, Ча’ За’ а==1( той т), (111), (iv) 
Е4(1) = 1, 090 Caya) = ф(аа/) = 001) =1, 二 复数 
之 积 为 1， 此 二 复数 必 不 550, 所 以 当 (a， т) =.1 时 ， 
ф(а):50. 

V(ai，m)= ] 的 ait， 由 定理 3。5 的 系 2 知 ， 车 a 过 模 m 
的 一 个 互 素 剩余 系 ， 则 a1a 也 过 模 mh ERNA ЖА, 
故 由 (iv)、(iii) 及 定理 6，25 得 


> X(a) = У X(a a) _ X(a,) x(a) 
{ф(а) maa) (а, ROL 


Җор XER m 的 任 一 特征 函数 ， 三 表示 展 布 在 a 所 通 
过 的 互 素 剩余 系 的 一 切 整数 上 的 和 式 ， 由 此 即 得 


‚ Хба) (у. Х(а,) 
ba) N. фа, )= 0» 


KIRIA ERRER ORKA БН 


> Хе =0， 或 者 x(a,)= (al) 


之 一 成 立 。 要 证 对 一 切 (ai，m) = 1 的 a! 后 一 式 都 成 立 。 只 
要 证 明 ， 有 一 个 特征 函数 xX(a) 使 得 前 一 个 等 式 不 成 立 ， 就 
可 以 了 。 

假定 对 于 每 一 个 特征 函数 X(a) 来 说 ， 都 有 


划 
H= 222 Ca) 20, (B) 


其 中 x 通过 模 m у — ШШЕ ФИ. S ШЕЖ6.27 
К(о)я, у (а, m) = 1 的 а, 都 有 


2 Х‹а > 
x bla = М) x x(a) 
TO |*p(m)#a=1(mod m); 
0 жаз 10 той m), 


由 于 模 m HERMRRT, 有 且 只 有 一 个 数 a=1(mod т), 
所 以 


H = Xa) dl ， 
L фса)“ йау 0920 


这 与 (B) 巴 盾 。 因 此 有 一 特征 函数 X(a) 存 在 ， 使 得 У 00 
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0. Ң# (а, m)=1, (а) = х(а) 0, МОХАМ 1E 
数 X(a) 与 和 (a) 相同 ， 即 $(a) 是 一 个 特征 函数 Вр 了 3X(a)3 
X(a)= (a), 

这 个 定理 与 定义 6，。6 等 价 ,下 面 举 几 个 特征 函数 的 例子 。 

16-14 D p 是 奇 素数 ， 则 对 模 p 的 勤 让 得 符号 是 对 模 
p 的 一 个 特征 函数 。 这 个 结论 可 由 勤 让 得 符号 的 性 质 ， 直 接 
得 到 。 

016-15 设 p 是 大 于 1 的 奇数 ， 则 对 模 p 的 雅 可 比 符 
号 ， 是 对 模 p 的 一 个 特征 函数 。 

习 题 

1。 求 所 有 与 m 互 素 的 数 ， 对 于 模 m 所 属 的 方 次 数 ， 当 (i) m 
= 5, (ii)m= 8, (111) ш=10, (iv) m=11, (v) m = 24 时 。 

2. Ë p 是 奇 素数 ， 整 数 al, 证明 ， 

O ар- 188 RIN 3k a — 1 的 因数 ,或 是 形 如 2px+l 的 整 
数 ， 其 中 x 是 正 整数 。 

Gi) ”a?+1 的 奇 素 因数 是 a + 1 的 因数 ， 或 是 形 如 2px+1 的 整 
数 ， 其 中 工 是 正 整数 。 

3。 证 明 形 如 2px + 1 的 素数 的 个 数 是 无 穷 的 。 | 

4。 设 n 为 正 整数 ， 证 明 22". En 2" x + 1 的 约 数 ， 其 中 x 
是 正 整数 . 

5. Ж арі, n>0. 证明 nl 中 (an- D. 

6. #a€,5, ШайЄы ву: | 

7。 求 出 下 列 数 的 所 有 原 根 ，(i)7 ， GDI 《iii)49， (iv)125; 
(v81; (vi)14; (vii)50, 

8。 引 用 第 四 章 习题 8 的 记号， 分数 Cmod MERR ах 


ssb(mod m) 的 解 。 特 别 ， маънї, 即 通常 的 南 数 . 证 明 ， aha 
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m 的 指数 ， 等 于 分 子 和 分 母 指 数 之 差 ， Mind? =indb-inda。 | 


9. 证 明 -1( 即 中 -1) Й Уп) 90а) R, 


10. а= 296, Ж m 的 原 根 都 是 模 m 的 平方 非 剩 余 ， 
。 对 序列 
1, 2, =, n (n>1) (a) 
施行 如 下 的 k 次 运算 ; 
G) š n 是 奇数 时 ， 


1, 3, 5, +, п-2, п, п-1, n-3, °° 4, 2; (а) 
1, 5, 9, =, 11, 7, 3; (as) 
оз 

1，2，3，…，n。 (а? 
Gi) 当 a 是 偶数 时 ， 

1, 3, 5, =, n=l, n, п—-2, =, À, 2; (aí) 
1, 5, 9, = 11, 7, 3 (a, 
1, 2, 3, <, п, (ау?) 


延明, 这样 k 次 运算 后 给 出 原先 的 序列 C[(a) = (ar) 或 (a) = бак) 
的 充 要 条 件 是 20 6 1 (шой 21-1). 

12. REA nl, а> 

1, 2, s п, n, n=l, '#, 2; 1, 2, сө, n, n, <, Ру 
L 2, е. (b) 

ОЪ) ННЯ 1, м+1, 2m+1, …， (0-1) т +180, {К 
排列 成 a 个 数 昌 的 新 序列 (a1)， 把 (a1) 再 按 上 述 方 法 (形式 如 (b) 的 
排 法 ) 排出 序列 (c)， 再 对 (c) 施 行 同 样 的 运算 ， 继 续 下 去 。 证 明 ， 第 
k 次 运算 后 给 出 原先 的 序列 (a) (与 11 题 同 ) 的 充 要 条 件 是 ， 

mkas+ 1 (mod 2n ~ 1) 

13. аъ, qx, “S д9 (п) =c 的 一 切 素 因数 ， 证 明 Е 
ана БА, g ÆR m 的 аА. 
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14. G) 证 明 3 是 形 如 28+ 1，n 人 >1 的 素数 的 原 和 根 。 

Gi) 证明 ， 形 如 2p + 1 的 素数 ， 当 p 是 4n +1 形式 时 ， 有 原 根 
当 p 是 4n+3 时 ， 有 原 根 - 2, 

(iii) 证 明 , 2 是 4p+1 形 素数 的 原 报 。 

(iv ) 证 明 , 3 是 下 列 素数 的 原 根 ， 


2 


` 


n-1 


2°p + 1, Ha> p> ON, 

15, 正明 ,10 是 模 17 及 模 257( 迷 数 ) 的 原 根 ,并 用 以 证 明 把 卫 
зүү 化 成 循环 小 数 时 ， 循 环节 的 长 度 分 别 是 16 及 256、 

16。 借 指数 的 帮助 ， 解 下 诸 同 余 式 ， 

(i) x2==59(mod 83); Gi) x2==32(mod 43); 

Gii xz-~-17(mod53) (iv) 18x=42(mod 89) 

(у) 35x + 15==0(mod 97); (vi) xs=15(mod 41); 


(vii) x5==17(mod 29); (viii) x?= 3 (mod 61); 
(ix) х%=22(то 43); (х) x6==15(mod 53); 
(хі) х4==11(шой 59) (хіі) бхә=13 (шой 27), 


(ziii) x3=el0(mod 27), 
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第 七 章 ”代数 整数 


本 章 将 初步 讨论 代数 数 和 超越 数 ， 并 借助 代数 数 的 性 质 
具体 地 找 出 一 些 超越 数 ， 证 明 最 常用 的 超越 数 e〈 自然 对 数 
的 底 Жїл 圆周 率 ) 的 超越 性 。 些 外， 还 将 讨论 在 有 理 整 
数 有 哪些 性 质 在 代数 整数 集中 被 保持 ， 哪 些 性 质 被 芍 坏 ， 特 
别 是 研究 算术 基本 定理 的 存在 条 件 ， 使 我 们 对 整数 的 性 质 有 
进一步 了 解 。 

第 一 节 ”代数 数 与 超越 数 

全 体 复 数 可 以 分 为 代数 数 和 超越 数 两 类 。 

定义 7,1 ВЕКЕ 是 一 个 有 理 系 数 多 项 式 

f(x)= x +ax l+... +a, iX +a, (1) 
的 根 ， 则 称 & 是 一 个 代数 数 Calgebric number), Ж Ї(х) 
的 系数 al а,, ++, а 都 是 有 理 整 数 ， 则 称 是 一 个 代数 
整数 (algebraic integer), 

车 所 满足 的 最 低 次 数 的 多 项 式 f(x) 的 次 数 是 0， 则 n 
称 为 E 的 次 数 ， 这 时 ，5 称 为 n 次 代数 数 (n 次 代数 整 
ж). 

例如 ，i= -I，@= 广 (~1+ V3) 分 别 是 x?+1， 


x?+X+ 1 的 根 ， 则 i 和 都 是 二 次 代数 数 ， 并 且 都 是 二 次 
代数 整数 〈 简称 二 次 整数 ) 。 


又 p= YBa- da- AR 所 以 p 是 一 个 二 


260 


次 代数 数 ， 但 不 是 二 次 整数 。 

定理 7'1 每 一 个 代数 数 都 满足 一 个 首 项 系数 是 1 的 有 
理 系 数 不 可 约 多 项 式 ， 并 且 这 样 的 多 项 式 是 唯一 的 。 若 这 个 
代数 数 是 整数 ， 则 上 述 多 项 式 的 首 项 系数 是 1 ， 其 他 系数 都 
是 有 理 整 数 。 

下 面 如 无 特别 声明 ， 都 用 af 表示 多 项 式 {x) 的 次 数 ， 
K 表 示 有 理 数 域 ，R 表 示 有 理 整 数 环 。 

证 明 (1) 因为 任 一 代数 数 &， 都 是 某 些 首 项 系数 为 
1 的 有 理 系数 多 项 式 的 根 ， 故 其 中 必 有 一 个 次 数 最 低 的 多 项 
式 f(x), 设 2f=n， 则 

f(x) = x" an xt eetan а ЄК 
这 样 的 和 x) 必 不 可 约 。 否 则 f(x) ={,(х)!,(х), MEH 
n, əf,<n, EH E) = 0 WP 3, f(E)= 0 或 f(8)= 0 
这 与 af 的 最 小 性 矛盾 。 | 

#rg(Ë)=0, р(х) = x+ b,x" tet ba b€K. B 
带 余 除 法 ， 得 : 

g(x)=Í(x)q(x)+r(x), әг<әї 
以 x= 代入 上 式 ， 得 . 

g(Ë)=Í(8)q(Ë)+r(&)==r(ËE)=0, 
由 于 af 的 最 小 性 ， 因 而 г(х)=0, BH 

&(х) = (х)д(х), әргә 

а g(x) 亦 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 ， 则 а(х) = 1, 
即 | | 

| g(x)=Í(x) 
这 就 证 明了 唯一 性 。 

Gi) 在 高 等 代数 里 我 们 知道 ， 若 a: ER (і=0, 1e, 
n), B (<a, ais +, а.) =1， 则 称 多 项 式 
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{ху = ах" +a, XT] 十， 十 an 
为 本 原 多 项 式 (primitive spolynomial ) 。 并 且 还 证 明了 ， 
两 个 本 原 多 项 式 之 积 仍 为 本 不 多 项 式 ， 任 一 有 理 系 数 多 项 式 

q (x) = а х. хее Б" = Бф), | 
Юта, bi, а, ЪЄК, (a, а, +, а,) =а, (ba bis 

‚ 0.) =, OER SHA Bb (x) 是 唯一 确定 

的 。 

W £ 是 一 个 代数 整数 ， 由 定义 7*1 知 ， ЖК EPH 
多 项 式 | 

F(x)=x"+ax" l+... +a ai C R(i=1, +, n) 
的 根 。 若 F(x) 在 有 理 数 域 K 上 可 约 ， 则 | 

К(х)={{(х)а(х) (af<my) 

用 上 述 高 等 代数 的 知识 可 知 ， 存在 本 原 多 项 式 f*(x) 和 
q(x)， 使 得 

(х) = кх), q(x)= 54 “(x) 
—>F(x) =! (x)q*(x) = HF (x) 
КЖЕ и) 由 于 有 理 系 数 多 项 式 表示 RER 
多 项 式 是 唯一 的 ， 敬 | 

Е(х) = Е*(х)={*(х)а*(х) Cof =ої<їт у 
其 中 f*(x) 和 g*(x) 都 是 首 项 系数 为 1 的 本 原 多 项 式 ， 这 与 
FOER 上 不 可 约 的 假设 广 盾 ， 

系 有 理 数 a 是 代数 整数 的 充 要 条 件 是 ， a JAREN. 

证 明 因为 R 上 多 项 式 


fÍ(x)= ax" +e +a, xX+a, 


的 任 一 有 理 根 a= 本 ， 当 (c，d) = LN, WA clas dlas 


>È 


BEREN 
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若 a 是 代数 整数 ，f(a) = 0， 则 由 定义 7。 19), ao= 1, 
We d=1, AW a= ся. 

反之 ， 若 a 是 有 理 整数 ， 则 a 是 x~a 的 根 ， 因 而 a 是 
代数 整数 。 | 

定理 7.2 ”所 有 代数 数 的 集合 A， 是 复数 域 C 的 子 域 。 

证 明 只 要 证 明 任 意 二 代数 数 的 和 、 差 、 积 、 商 仍 为 械 
数 数 ， 就 可 以 了 ， 

Ba, ВЛ п, ш 次 代数 数 ， тея К 
上 不 可 约 多 项 式 i 
др Kx)=x"+ax"" + жа. 
| Е g(x) = х" +b, хата. ,十 bs И 
设 其 复数 根 分 别 为 a= Ais @, "> аз 月 = в, Bo ~ СА 
pa. 构造 多 项 式 | и 


ЕЧ 


п т 
(x)= ТТ П сх - (о: + Во), 


ial j=1 
Г HF ai BERAN BAER 置换 后 
不 变 ， Вр 9(x) 的 各 项 系数 都 不 变 。 所 以 系数 都 是 Qis Qz, 
ex а. Ж Bin Ban `. s В. 的 对 称 多 项 式 ， 根据 高 等 代数 中 
两 组 不 定 元 对 条 多 项 式 的 基本 定理 … 知 ， 它们 都 是 {(х), 


e al，a2，… Gay 叫做 a 的 ика, Bis Bas «+, Ваш @ о 


ж. 2. А о, | 
зт `4 р КЗаП 04, аз, =i вай бу Ba х у Bz 对 称 的 
任 一 多 项 式 ， 都 可 以 表 为 这 两 组 不 定 元 的 初级 对 称 多 项 式 Я 
С1=а1 +аз + тал, al = 21+ Ва+ +a . 
Сз=а103 + arag + Жаа ma 02 = 3182 +В10з+- +6. 1Bm» 


э Уй 


Өдт=а}азсс@л\ Om вура Pme 
MESAR, Fiar оз, “o am Bo Bo es BaB ARTO, g(x) 的 根 时 ， 
са 《=1)iai(i= ls 2. “s a), og = (— Dibi = 1, 2» +... ш), : 
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g(x) 的 系数 的 多 项 式 。 也 就 是 中 (x) 的 系数 都 是 有 WH, H 
首 项 系数 是 1 ， 因 而 它 的 根 w+ 有 = a + В, 是 一 个 代数 数 。 
同样 地 ， 借 助 于 多 项 式 


п ш 
x)= П П ex- Cai- Bi)) 


i=l j=1 


(х) = II [I (х -о:В) 


i=1 јел 
可 以 证 明 a-8 5 aB 亦 都 是 代数 数 ， 

为 了 证 明 商 是 一 个 代数 数 ， 只 要 证 明 ， 若 as 0 是 一 个 
代数 数 ， 则 a-! = 二 亦 必 为 代数 数 就 可 以 了 。 设 a 是 有 理 
系数 多 项 式 | 
#(ху=х°*+аух"”1+...+а„_,х+а„ (a0) 
. 的 根 ， 显然 a :是 

к(х)=а„у°+а,_,у"”!+..+а,у+1 
= (y+ -as 
= а„(у"+Ь, yiga et ba iy tba) “ 
к, 故 a ! 亦 是 代数 数 。 

“由 于 任 一 代数 数 都 是 复数 ， 故 AcCC.。 

Ж 一 切 代 数 整 数 的 集合 I 是 A 的 子 环 。 

只 需 证 明 任 意 丙 个 代数 整数 的 和 、 差 、 积 仍 为 代数 整数 
就 可 以 了 。 其 证 法 与 定理 7,2 一 致 。 

定理 7.3 以 代数 数 为 系数 的 多 项 式 的 根 ,也 是 代数 数 ， 

证 明 设 o 是 系数 为 代数 数 的 多 项 式 

ф(х) = х" + ах"! + Вх 2+... + ÀX+hB 


的 根 。 Wasa, az e, бү} В=В,, В, ө Bis ө 
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уау) 
一 一 了 +. Ди 


入 = 入 1， Azs -ty Aas U=H,, Hz, е, PERE E 
数 ， 构 造 


F(x) = П qi, јуче S 29 
“ss 1 


19 je ‘Ss БА 

Юн ї=1, 2, —- k; j=1, 2, 36, 1) +65=1, 2, е, 
mt= 1，2，…，q。 上 式 右 边 是 9(x) 的 系数 取 a Bse, 

bk 一切 可 能 的 共 轿 数 所 构成 的 k*1…m"q 个 n 次 多 项 式 
Ж, MB Ф1,:›,...,1,1(Х%)=Ф(х), ` | 

显然 F(x) 的 系数 对 每 一 组 Жа, Bo зз, Ao ш, 
都 是 对 称 的 ， 故 F(x) 的 系数 都 是 有 理 数 。 事实 上 ，F (x) 是 
Да, B, =, À, и 所 满足 的 有 理 系数 多 项 式 的 系数 为 系数 
的 多 项 式 ， 所 以 F(x) 的 系数 亦 是 有 理 数 。 而 F(w) =0, 因而 
о 是 代数 数 。 

MENEE, ао RENE ARAR 
是 代数 数 。 例 如 ， 

КЕЧ 

是 如 下 的 一 串 以 代数 数 为 系数 的 多 项 式 的 最 后 一 个 多 项 式 的 
根 。 

x 2 8-(1+w2)，z3-(1+wvTrvD)I (2) 

事实 上 ，w 了 是 (2) 的 第 一 个 多 项 式 的 根 ， 把 它 识 加 于 
有 理 数 域 K， 得 到 K(v 3 )"。 所 以 第 二 个 多 项 式 是 K(w 了 ) 

о КОЗУН, WEAR a bs c 53, BAR KAM Эй. 
R., йс ORRERA) ИЕ ЖЕГИ И 3 P 0 k. 其 中 任 一 数 都 Ж 
Жа+Ь/ Z» а, ЬЄК, ЖК, ЖН—ШЖШа+һ/ (а, bEk) 的 数 都 
属于 k(w 3)， 明 常 称 kK(w 5) 为 k 上 的 一 个 二 次 有 限 扩张 ( quadratie finite 


extension ) 。 容 易 证 明 ，k(wW 3) 是 实数 域 的 一 个 子 域 。 
k(w 3) 上 的 多 项 式 ， 指 的 是 系数 都 属 于 kK(w 台 ) 的 多 项 式 。 
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F£ uk, PEKRE RM FKA?) BAKY 
тку) = КО 2; Viry) 是 K(V2) 上 的 一 


КЕКЕК. (1 +v] EKV, уту) 
ОШ Е KO 2, V 1 + Z2) 上 的 一 个 


多 项 式 ， 
定义 7.2 若 一 个 数 域 的 一 切 数 都 是 代数 数 ， 则 称 这 个 
数 域 为 代数 数 域 (field of algebraic numbers ) .每 一 
个 数 都 是 代数 整数 的 数 环 ， 称 为 代数 整数 环 (ring of 
algebraic integers ) 。 
‚ЖШ, ШЕК, K2), KVZ, Утур rZ i 
KG) Ci= -1) 等 都 是 代数 数 域 。 有 理 整 数 环 R，RCw 3 
REV 57, RG) Ком, Z 1+ Z 2 以 及 一 тк 


的 集合 工 等 ， 都 是 代数 整数 环 。 

定理 7.4 车 是 一 个 二 次 代数 数 ， 则 K (5) 是 一 个 代数 
数 域 。 并 且 存 在 一 个 不 含 平方 因数 的 非 零 有 理 整 数 m， 使 得 
Ке) = К^ m). ВКО) ЈИ 

a+b/m, а, bEK 

的 数 所 组 成 。 уза 

Ш. i) 因为 是 一 个 二 次 代数 数 ， 所 以 & 是 不 可 
sa、 REV DRHE. жиа, b. cs 2 经 过 实数 的 起 ж. R 


三 种 运算 所 得 到 的 一 切实 数 的 集合 - 它 包含 一 切 形 如 a+ bw 的 集合， 其 中 
а. АЕК, È EKI DRES, 同样 地 Ri 和 民 CV 豆 、 Ут уо ROM 


Re, мт турт, жатп #—1%Ж АК ВИЖ. Ш 
REVBY ЖЕЖ Шао Сон 10/5 ~ 1)), а, ben, ТТУ 


合 ， 它 也 是 一 个 数 环 。 
并 注意 KK(W а) Я ms 后 于 K 的 意义 WRV m mä ад” TA 
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约 的 有 理 系 数 二 次 多 项 式 
x2+a,x+a, аџ, а, ЄК 
КЖ. 目 一 次 方程 解 的 公 趟 ， 知道 
Ë= 20-а + A), А=ар-4а, ЄК 
A 不 是 完全 下方 用 кк г, SER, 5`>0, 使 得 
А=- => = Туту TS =m + 0 


其 中 s, t, m€R, m 不 含有 理 整 数 平方 因子 的 非 零 有 理 整 
数 ， 所 以 
Ко) = к(а) KVD K CL m) 
= Киа) О 
G 任 给 
f(x)=x"+c,x" l+ +c, G C€ K 
由 带 余 除法 ， 得 
f(x)=(x2—m)o(x)+bx+a, a, bEK 
=>f(V m)=a+b/ m . Шш 
这 说 明了 ， 任 意 有 理 数 与 vm 的 加 、 减 、 乘 运算 的 结果 ;: 都 
是 形 如 at+ bw m (a，b EK) 的 数 ， 并 且 a+ bw m É 
k(x)=x2-—2ax+at-bm `> ~ (3) 
的 根 ， 所 以 a+ bv m 是 一 个 代数 数 。 > 
(iii) 最 后 ， 设 g= а + уш, = ауа +0, w 
г< m 
h as+bsv т 


_ аца; —b,b,m + asb; ~a, 


beyn 


2 2 2 2 
az 一 bym аз — зш 


=A+B/m (А, BEK) 
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故 rEK(w m), 并 且 r 是 x*-2Ax+ A!-B:m 的 根 ， 所 
以 K(w т ) 是 一 个 代数 数 域 。 

定义 7.3 Е КККК, КОЕ 
BR C field of quadratic numbers ) 

从 定理 ?4 知道 ， 任 一 二 次 数 域 都 是 K(w m)= (x|a + 
bw m } 形 的 集合 ， 其 中 m 是 不 含 平 方 因子 的 非 零 有 理 整 
数 , a，b EK， 并 且 从 定理 7， “4 的 证 明 过 程 中 知 道 ， Кеш) 
中 任 一 非 有 理 数 的 数 都 是 二 次 代 汐 数 。 

定理 7.5 Жош 是 不 含 平方 因数 的 有 理 整数 , 则 K(wm) 
中 的 一 切 代数 整数 可 以 表 成 | 


v m, 34mše1 (mod 4) 
a+bo,a, ЪЄК,о = 1, —. (4) 
BV m -1), 当 三 1 (mod 4) 


形式 
证 明 任 给 =a+bv m, EEK m )、 由 定理 7.4 知 
š 是 (3) 的 根 ， 所 以 & 是 代数 整数 的 充 要 条 件 是 ，2a 及 at- 


Ьп 都 是 有 理 整数 。 
令 2a = À, а? - Ь?т = С, WA, CERE E эшик 


的 充 要 条 件 。 因 为 bEK， 所 以 2b € K， 设 2b = —(5;>0 )9 
г, SER, (г, 5) =1, ФА, CER, H (2b)?m =A? - 
ACER ==» |r mE Sl, ms], 
2b=rER 
&2b=B, BER, H 


Bèm=A?-4C 1А? - Ват) =-СЄВ 
由 于 上 面 的 讨论 ， 条 件 “A，CER” 便 转化 为 ， 
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“a= А, b=. A,B€R H А*-В*т=0(той4)” 即 


Ek., 5 =а+ буш 是 代数 整数 的 充分 必要 条 件 是 &= 
10А + Ву), A,BER, НА? - Взт=0 ( шой4) (5) 

下 面 证 明 A 与 B 不 能 是 一 奇 一 偶 的 。 

因为 41A:-B:m， 若 A=2k，B=2k+li， 则 

А? -Bima — m= 0(mod 4) ==>4|т 
这 与 m 不 含 平方 因子 的 假设 矛盾 。 若 人 A=2k+1l，B=2h， 
АХ – Bimaa1( mod4 ) ， 这 是 不 可 能 的 。 所 以 A 和 B 只 能 
是 同 为 奇数 ， 或 同 为 偶数 。 

(1) 238 m=s1 (mod 4) 时 ,A 与 B 不 能 同时 是 奇数 。 否 
H), А?=1, В?=1(то4 4), Вт 

О= А? – Bim=1-m(mod4 ) => m=] (mod 4) 
与 假设 了 矛盾。 故此 时 A，B 必 须 同 为 偶数 。 由 ( 5 ) 知 &= a+ 
bw 为 代数 整数 的 充 要 条 件 是 а, ЪЄЕ (4) н 
o= m. 

Gi) 当 m 宇 1《 mod. 4) В}, А, BAER Ж 或 者 
同 是 偶数 ， 总 有 

A2-B2m= A2-B2=0 ( mod 4) 


一 > 工 (A*-Btm)= CER， 
由 (5 ) 知 E=a+bw 了 为 代数 整数 的 充 要 条 件 是 ， 
b= (A+ Bv m) 
其 中 A，B 同 为 奇数 或 同 为 偶数 。 此 时 
= (A+ B)+ iB m- 1) = АРВ +Bo, 
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а= liva- ОД, “у, BER, 


任 给 a，bER， 令 人 + ша, В-ЪМА =2а-Ь, B= 
b， 故 A、B 必 同 为 奇数 或 同 为 偶数 。 所 以 K(v 五 ) 中 的 一 
切 代数 整数 ， 都 可 以 表 成 
a+bo, e= (m - 1) 
的 形式 ， 其 中 a、b 是 任意 有 理 整数 


: 定理 7"5 中 所 给 出 的 代数 整数 的 集合 ， 记 作 RCV m). 


Ж, КОР ИИ Е Е ЈЕ да+ Ьі (а, 
b& R) 89%, Bl 
К ={а+Ь1]а, b€ R) 


REV T3) = {a+ L(V 3- Dl|a,b€R) 
RG5)= (a+ V5- Dla, DERE Ф 


„Ж Кге (КИНИ. 
MEB (EE NERC mJ， 则 由 定理 ?7.5 知 . 
£=a+b,o, П=а,+Ь,о, ais bis а,, b, ER 


W є m1 Стой 4); 
о = 


ivm- 4 m=1 (mod 4). 


BA, Etn=(a, жа) + (b, tb jo € ReZmm J 
m, “mI (той 4) 
.. | 


EL o, 34m=1 (mod 4) 
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(a,a,+b,b,m)+(a,b, +a,b,)O, 
当 m 志 1(mod4 ) 


En = (аа, + Toi biba) + (a,b,+a,b i —-b ib.) о, 


34m=1 ( mod4 ) 

故 ENE Re m J。 这 就 证 明了 RV m ] 是 一 个 数 环 。 

定义 7.4 不 是 代数 数 的 复数 ， 叫 做 超越 数 (transcen= 
dental number ) 。 也 就 是 ， 超 越 数 不 是 任何 有 理 系 数 多 项 
式 的 根 。 

自然 对 数 的 底 。 和 圆周 率 л 是 两 个 著名 的 超越 数 ， 本 章 
后 面 将 给 出 此 事 的 一 种 证 法 ， 下 面 先 介绍 一 种 具体 构造 超越 
数 的 方法 。 

定理 7.6 若是 一 个 实 a (n>1) 次 代数 数 ， 则 只 能 
кэни лш СР, WE 


l- P. Р < q>>0 (6 ) 


要 证 明 本 定理 ， 只 要 证 明 满足 ( 6 ) 的 4 只 有 有 限 个 ， 目 | 
对 于 确定 的 q, p 也 只 有 有 限 个 ， 就 可 以 了 . 

证 明 因为 是 一 个 实 п К, Е 是 一 个 na 次 不 
可 约 的 整 系数 多 项 式 ， 

(х) зах" нах"... Фа, а,:©Є0, aC R(i= 0, 
1, =" n) Йй. Wio eo Eaa EICO 的 其 他 na- 工 个 
№, Ш .0i=1, ` n-1), BW, f(x) AER, 
但 重 根 的 共 辆 数 亦 为 fx) 的 重 根 ， 这 样 f{(x) 就 变 成 可 约 的 
Т. 

令 
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min(|&, —Ë|, МАГ lEn i7 El, 1)=P, 1220670. 
G) EARP UDO, 满足 


15722 | -P >° 
q q 
1 1 
— <; у J +1 
НФ (1/9p J 是 一 个 确定 的 正 有 理 整 数 ， 故 只 有 有 限 个 正 
有 理 整 数 q 满足 不 等 式 (6 )。 
若 给 定 9， 则 由 不 等 式 
-P 1 
Ë q |< д". 
得 1 р 1 
9+1 <š q < ат! 
Вр И ОИ 1 
qš к^ р<-4& + a 
亦 即 g+ + 之 p 之 45 ~ А 


所 以 只 有 有 限 个 有 理 整 数 p 满 足 上 面 不 等 式 ， 亦 即 满足 不 等 
式 (6 ) 的 p 只 有 有 限 个 。 


(ii) # 0<|ь--Р]<», q>0， 则 
-p< 了 -8<p 一 >E- ССР. <+р=1(2.) #0 
9 q q 
(2) laptap tarn tad l> 1, (7) 

q q q 
ХЕВИН ЛШ, S 
(2) = (2) газ (BE (8) 


ДОР x ЕТЖ & 28, Н (х)50, 8 
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М = тах [Їё(х)| 
š - p<x<Ë + p 


则 由 (7) 与 (8) 即 得 
由 (6 ) 得 


故 只 有 有 限 个 有 理 整 数 q 满足 不 等 式 ( 6 )。 与 (i) 同样 地 证 
明 ， 对 于 给 定 的 qd ， 只 有 有 限 个 有 理 整 数 p 满足 ( 6 )， 
定理 ?7.6 提 供 了 - 个 具体 构造 超越 数 的 方法 ， 因 为 这 个 
定理 的 逆 否 命题 是 ，“ 如 果实 数 a ， 对 于 每 一 个 自然 数 an 都 
有 无 限 多 个 有 理 数 -满足 不 等 式 ( 6 )， 那 末 a 是 一 个 超越 
数 。” 要 使 对 于 每 一 个 n 都 有 无 限 多 个 有 理 数 满足 ( 6 )， 我 
们 只 要 寻找 一 个 实数 使 得 能 用 一 个 有 理 数列 迅速 地 趋 近 它 
《 余 项 充分 小 ) ， _ 这 时 这 个 实数 就 是 超越 数 。 


7-1 £= F 12-7888. 


n=1 


证 明 令 
- 工 _ = pe EK 
к5110! 9% 
对 于 任 一 自然 数 N， 当 n>N 时 
ор у 1. 1 1 
<š qz ‚2З, 10k! 10D): + 10<2+2)1 + 


1 
10061 10401 2 
1 1 
СТИ 
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~ 1 1. 1 =) =. 
T 04:01 (1+ 2 + 92 + 10@#1)1 


由 于 大 于 N 的 自然 数 有 无 限 多 个 ， 故 有 无 限 多 1-®а>ю 
存在 ， 使 得 


-| < 


N+1 
9, 


于 是 由 定理 7'6 的 道 否 命题 知道 ， :不 是 N 次 代数 数 。 „этэн 
ЕЖ, MU ERRERA. 


一 般 地 
t= Уч 0<а„<9(п=1, 2, +.) 


当 只 有 有 限 个 aa ОВ, E 是 有 理 数 ， 而 有 无 限 多 个 + 0 
时 ， E 是 无 理 数 . 后 者 令 


ar „_8110%1-11+а,10-91++'+а„ _ Ba €K 

> 101 10a! 9 € 
А 0<& Pa = Заз р давр „у anta 

п +1 (n+1)cen+2 ) (n+1 n+2 n 
q? 40% ‹ 90% yes retan, 
1 9 9 9 
+ 2.7 _ ... 
< (тоя + gear таг t") 


1 (9, 9, 9... 
< (шше? ) 
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=l < l (n>N) 
n N+1 


q, q 


与 前 面 的 证 明 一 样 , Š 是 一 个 超越 数 。 这 样 的 超越 数 有 无 穷 
多 个 。 历 史上 有 人 把 这 种 超越 数 叫做 槐 维尔 Ç Liouville) 
超越 数 ， : 
我 们 知道 有 理 数 集 人 是 一 个 可 数 集合 ,[0,1] 中 一 切实 数 
的 集合 是 一 个 不 可 数 集 合 。 可 数 集 合 的 含有 无 限 多 个 元 素 的 
子 集 亦 可 数 集合 ， 不 可 数 集合 的 任 一 扩 集 亦 不 可 数 。 丰 集合 
论 中 还 有 下 列 常用 的 定理 ， 每 一 个 无 穿 集 都 包含 可 数 的 真子 
Жз 可 数 个 两 两 无 交 的 有 和 穷 集 的 并 集 基 一 个 可 数 集 y 有 限 个 
可 数 集 的 并 集 或 可 数 个 可 数 集 的 并 集 是 可 数 集 等 等 。 О 

定理 77 一 切 代 数 数 所 构成 的 集合 A 是 一 个 可 数 
Ж. | 
-证 明 .首先 证 明 全 体 整 系数 ( 有 理 整 数 为 系数 》 本 原 不 
可 约 多 项 式 sata 

Í(x)=a,x"+ax"l+ а, аЄК(і= 0, teen) 
的 根 的 集合 是 一 个 可 数 集 。 令 

hi=n+|aol+ |а| +++ |an] | 本 
为 f(x) 的 高 (high )》 。 显 然 给 定 高 ЭД АГА 
多 项 式 的 个 数 是 有 限 的 ， 其 根 的 总 数 也 是 有 限 的 , 用 MM 表示 
全 体 这 些 根 的 集合 ， 则 Ms 是 一 个 有 限 集 。 全 体 整 系数 本 原 
不 可 约 多 项 式 的 根 的 集合 ,是 可 数 个 两 两 无 交 的 有 限 集 M = 
{0}› М, = (1, ~1}, M,, vs Mo WFR Ci Aak 
一 个 可 数 集 ， 即 | 


M = Ü M, 
h=0 
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是 -- 个 可 数 集 。 实际 上 ， 
{(х) =a, ( x° + 21. гк) 
= а(х" + ух" +... + ba) 
= а(х) (b € K) 
g(Xx) 是 有 理 数 域 上 的 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 。 它 的 根 
与 f(x) 的 根 完全 一 致 。 由 定义 7,1 知 道 ，M 就 是 一 切 代 数 数 
的 集合 。 即 A = M 是 可 数 集 . | 
系 1 全 体 超越 数 的 集合 是 不 可 数 集 ， 
证 明 在 集合 论 中 已 知 ， нн | 
合 ， 复 数 集 是 实数 集 的 扩 集 ， 故 复数 集 C 亦 不 可 数 集 , 
超越 数 集合 T 和 一 切 代数 数 集合 A， 是 C 的 两 个 不 相交 的 + 
Ж, Н 
C=AUT 
车 T 是 可 数 集 ， 则 AUT = C 也 是 可 数 集 。 这 是 不 可 能 的 。 所 
以 T 是 不 可 数 集 。 
Ж: 一 个 不 可 数 集 与 可 数 集 的 并 集 是 不 可 数 集 
Жз ”一切 非 超越 数 的 实 无 理 数 的 集合 是 可 数 集 。 
证 明 一 切实 代数 数 的 集合 S 是 代数 数 集 A 的 无 限 真子 
集 ， 故 5 是 一 个 可 数 集 。S 中 包括 一 切 非 超越 数 的 实 无 理 数 
的 集合 F， 和 有 理 数 集 K。 即 F 和 K 是 5 的 两 个 无 限 真 子 集 ， 
S=FUK 


所 以 F 是 可 数 集 。 FW FERTA, 则 3 是 不 可 数 集 ， 
就 得 出 矛盾 。 
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第 二 节 ”二 次 整数 的 因数 分 解 
与 有 理 整 数 类 似 ， 本 节 将 探讨 二 次 代数 整数 《 简称 二 次 


整数 ， 本 节 所 指 的 代数 数 或 代数 整数 ， 都 是 二 次 的 ) 的 整除 
性 ， 素 代数 整数 〈 简称 素数 ) 的 概念 ， 及 REw m ] 中 崔 一 分 
解 的 存在 性 定理 等 . 

ENTS 设 民 是 一 个 代数 整数 环 аЄ R, B€ R, # 
存在 YE R 使 得 a = BY 成 立 ， 则 称 B 整 除 a， 记 作 B1a， 或 称 
a 被 B 整 除 ， 记 作 a : B。8 叫 做 x 的 因数 ，cx 蔬 做 B 的 倍数 ， 

若 E € R， Hell, 则 se 叫做 及 的 一 个 单位 Cunity ) 。 

#a€R, B€ R 且 a =eB，e 是 R 的 单位 ， 风 称 4 和 日 是 
相伴 的 (associated ) 或 称 B 是 a 的 相伴 数 (B аге the 
assoçiate of a), 

例 7.2 ЖЕГУ 5) fB, 6 = (1+4 5) (1-05) = 
2х3, 1+5 16, 216, 316, + 1 是 它 的 单位 。 


ERV TJP, 2+4 ШЗ|7. +1, +20034 1) 
是 Rew - 33 的 六 个 单位 。 而 和 2 + w 二 3 了 相伴 的 数 有 ~ 2 - 
V 3, tI 21038-10, 
+( 3-1) 0(2+ 3) = tH 3-5). 


ТЕКС =D = ЕПП, 1+il2; +1, tiÆ RGH A 
个 单位 ， 和 a+ bi ERKA- (а+ ы), +(b-ai). `. 

为 了 以 下 的 应 用 ， 我 们 在 二 次 数 域内 引进 范 数 的 概念 ， 

定义 7"6 #Ё=а+ЬЫЬ/ m, EEK ш), ШЖй|а?- 
b*m| 为 & 的 范 数 (norm ) іа Е 
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М( = 182 一 bml 
范 数 有 下 列 诸 性 质 ， 
1° 车 是 代数 数 ， 则 N (£) 是 非 负 有 理 数 ， 这 是 显然 


2° £ 是 代数 整数 时 ， N(E) 是 非 负 有 理 整 数 。 


R; #m=1(mod4) 时 ， 风 & = (a- 2 ) + ГҮ .从 而 
NÆ =| at -abbe ( TZL) рон. 


8° 当 且 仅 当 5= овј, М) =0 
， 直 接 计算 容易 得 到 

4° NEM =NGE)NM) 

我 们 称 =r- Уай Ë = r +s m f ЗЕ pät (con- 
jugate number), # Ë£=a+ho(a, b ER) 是 代数 整数 ， 其 
中 ， 当 m= 二 2，3(mod4) 时 ，r=a，s=b; Wm=1 (mod 4) 
时 ，r=a ~ 也，s= 】 b 。 于 是 我 们 得 到 与 定义 7.6 等 价 的 

5° МО) МОЕ) = [| 

因此 ， 我 们 可 以 把 定义 7,6 中 范 数 的 概念 推广 到 n 次 代数 
数 情 形 ， 若 是 n KAQ, E=, Ë, o £, 是 的 共 
Ж. ШЖ 

: N(ë) = lErEn] 
HERBAR. BREMER 10585 Y, 
定理 7'8 e JERC m ОВА ЖЕЛКЕМ (в) = 1, 
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证 明 车 是 RCw m2 的 单位 ， 则 有 e’ 使:e' = 1， 由 性 
质 4" 及 2" 得 到 

М№ее/) = №) №е/) = №1) =1 从 而 9М№е) = 1, 

反之 ， 若 N(e)=1， 设 se=r+sw m, Hl 

М(в)=|г®—5°®т] =1 

Ф e= t(r—s/ m) MR “+” ро, ER 

es’ = +(r2—s*ím)= |r2—s2m|=1 
这 样 的 ez 也 是 代数 整数 。 事 实 上 ，8s“ 是 多 项 式 

х2-9(+г)х+(г2 -52т) (r, mER) 

的 根 。 所 以 。 是 KCw m D80585. | 

系 1 Жа, BÆR mj) 中 一 对 相伴 的 数 ， 则 

N(a)= N(B) 

证 明 ЕКС m 3 的 一 个 单位 ，: 若 w=ep， 则 N(c) 
= N(e)N(B)=N(B). | 

系 2 PaM :是 两 个 单位 ， 则 sie* 与 +- 也 是 单位 。 

证 明 因为 Eis ;是 两 个 单位 ， 所 以 分 别 存 在 s4， 5% 
е, 81 = 1, 8,55 =l, [111 818,816 = 1, 从 而 siss|1。 所 
Ш else: 是 一 个 单位 。 | 

фе 2 也 是 一 单 位 ， 故 s E E 
位 。 | 

系 3 若 s 是 单位 ， 则 e", nER 亦 是 一 个 单位 ， 

定理 7.9 车 mm<0， 则 Ra 中 只 有 有 限 个 单位 ， 在 
RC5i 中 有 四 个 ，RI -37 中 有 六 个 ， 其 他 情况 有 二 个 。 

证 明 令 m= -RL>0). ще=а+ьу mÆ ВСу m) 
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的 单位 时 ， 由 定理 7,8 知 ， 其 充 要 条 件 是 a，b 满足 下 面 不 定 
方程 ， 

a? + ub? =1,4m=2, 3(mod 4) u =2, 1(mod4 ) 时 

(8-26) + 20-1, 当 m=1 (mod4), 

Bju =3(mod 4) 

上 面 二 方程 都 只 有 有 限 组 整数 解 。 事 实 上 ， 第 一 个 方程 当 
= 1 时 ， 有 和 且 只 有 (a，b)=(+1，0)，(0，t1) 四 个 解 ， 
所 以 REC) 中 有 且 只 有 四 个 单位 ，+1，+i; kh>>1 时 ， ЖАД 
有 (a，b) =( 土 I，0) 两 个 解 ， 所 以 当 m=2, 3(mod4) B. 
m<0 时 ，RCw m IFARA 1 两 个 单位 ， 

第 二 个 方程 ， 当 = 3 时 ， Жа -аЪ+Ь:=1, 
则 а= 201—3?) 
#H Я # (а, Ь) = (+1, 0), (0, +1), (1, 1), (-1, 
DD 六 个 解 。 所 以 RCw 二 人 中 有 且 只 EtL +10675, 


-1)， +++ DSA RR, | 

当 H=3+4K(kZ1) 时 ， 第 二 个 方程 是 az~ab+(k+ 
Db*=1, 于 是 a=3 (btVI- UEFI, HERE 
(а, Б) =( 土 1，0) 两 个 解 ， 所 以 RCw mJ 中 有 且 只 有 两 个 
单位 + 1. 

当 m>>0 时 ， 由 于 a*~mb:= 1 或 a:-mb:= -1 往往 
有 无 限 多 组 解 ， 因 此 RCW m J 往往 有 无 限 多 个 单位 ， 

.定理 7"10 ERV 2] 中 有 无 限 多 个 单位 ， 它 们 的 全 体 
f: +o", +e "(n=0, 1, 2, ...)5 其 中 w=1+v 2, 


o` = -o= -1+V 7, 
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证 明 AANG) = |а? -2b*|，。 所 以 由 不 定 方程 
a2-2b2= 1 或 ax-2b2= -1 (9) 
的 一 切 整数 解 Ca, b) 所 得 到 的 &=a+bw 2 都 是 RCW 23 
的 单位 。 

第 一 个 方程 a= +w1i+2b: ЖЖ: (+1, 0), (3, 
+2), (+17, 12), +; 第 二 个 方程 有 解 ， ( 土 1， 土 1)， 
(+7, +5), (+41, +29), ©. ЖЕЕ, Виж 
单位 =1+w2，o-= -1+ 2， 则 由 定理 7.8 的 系 3 及 
系 2 知道 。 

to, +o" (n=0, 1, 2, +.) (10) 
都 是 RCw 2 3 的 单位 。 

上 面 证 明 (10) 包 括 REw 2 ] 中 的 一 切 单位 。 

(i) 我 们 首先 证 明 1 与 @ 之 间 不 存在 其 他 单位 :<。 否 
则 ， 我 们 将 有 

1]<x+yw2=s<li+w2 (а) 
并 且 满 足 
x1—2y2= +1 
=>(x-yV 2)(x+yv 2) = +1 
H(a)K ЕЖ, @ 


lix~yv 2|<1 | 
=>-1<x-y/2<1 ` | (b) 

(а) + (b) 得 | 
0<2х<2+49 (с) 


因而 x=1， 代 入 (a) 得 ，1<1+yw 2<1+,/21Ш0<у/ 2 
<v 2 亦 即 0 之 y 达 1。 这 样 的 有 理 整 数 y 是 不 存在 的 ， 也 就 
是 不 存在 有 理 整 数 xz，y 使 得 不 等 式 (a) 成 立 。 
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GD AAi e>0, WRA e= o, RAH FE 
数 n : 
@*<є<`ф°*! (d) 

一 必然 发 生 。 若 (d) 成 立 ， 把 (d) 的 各 边 同 乘 以 oO), 
得 
1]<or-*e<ao (47) 
由 定理 7.8 的 系 2 知道 o "e 也 是 RE 22 的 单位 ， 故 由 (i) 
知道 (d’) 不 成 立 ， 即 (d) 不 成 立 ， 记 以 =w"。 因 此 每 一 个 
正 单位 都 是 @"(n=0， 土 1， 土 2，… ) 。 

# 。 是 单位 则 — s 亦 是 单位 . 若 s>0， 则 s= o", TA 
-e= -@®°; $ e<0, W -e>0 AM -s=0", H e= - o", 
故 定理 得 证 。 

EN (о) = оо = 12-45% = -1, (а, 6) = (1, 1) 
是 (9) 的 第 二 个 方程 的 解 ，N'(o2) = (оо )2=1, @=3+ 
2⁄2, Ж Ca, b) = (3, 2) 是 (9) 的 第 一 个 方程 的 解 。 一 
Atib, М/( 1)= -1 No) = 1， 这 就 证 明了 

Ж 〈9) 的 第 一 个 方程 的 一 切 整数 解 ， 可 由 

X+yV 2 = +(l1+ 7)?" 
给 出 ， 其 中 x АННУ а, у 等 于 右边 5 的 R 
数 b， 并 且 (9) 的 第 二 个 方程 的 一 切 整数 解 可 由 

X+yw о = +(1+ 3)?! 
给 出 。 这 里 的 n 是 任意 有 理 整 数 ， : 

当 m 是 没有 平方 因子 的 正 有 理 整 数 时 ， 不 定 方程 

xt- ту ш 1 ` (11) 
都 有 无 限 多 组 解 ， 这 些 解 可 以 由 五 的 连 分 数 求 出 。 例如 ， 
特别 简单 的 
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V 2 = (1, 2，2，2，…]= [1， 22, 
它 的 渐 近 分 数 P./Q。 是 (参考 第 一 章 第 三 节 ) 


а, | 1 2 2 2 Е 2 2 | ө 
P, 1 1 3 7 17 | 
| 1 2 5 12 | 


其 中 Р„=2Р„.,+Р„_,, О„=2О„„, + Qana (122) . 令 


b.=P. +Q, 2, Чь=Р„-О/ 2 (e) 
则 
中 = 2фь1 + фа: a= 2 中 t+ Vaa Саз) 
ф»=2ф,+1, таа +1 
由 于 | | 
=1+tvV 2=®, P= j i= -@ 1, j. =07? 


2—20- 1=0, (-@)” -222-0 б-1= 0 
ата n 之 2 都 有 
сф" = 20" “14o, (-0 o= -oTt (=a 
所 以 ， 用 数学 归纳 法 容易 证 明 
o hos P, коли, 了 加 =(-o) =P,- -Q. 2 
баро) E 


ыы, +977) (аул +a- - 25: } 
Q, = {0 0-9)7%) = М2 (a+ Z2y- 0 
(1-v 2) 
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н(е) АВ 
Pi- 20 = фар. = (- 1)" (g) 
由 (g) 知 道 2 偶 次 的 浙 近 分 数 P. ГО, 给 出 (9) 的 第 一 


个 方程 的 解 ， 奇 次 渐 近 分 数 了 Psi7Qsxyl 给 出 (9) 的 第 二 个 
方程 的 解 。 


# x: 2y2 = 1, +8520, 则 


< 1 


х — 
< V 2 = 2yš 


1 1 
у(х+у/ 2) < у'2у/ 2 
于 是 二 是 V2 的 一 个 渐 近 分 数 ， 其 证 法 这 里 不 作 介绍 ， 必 要 


时 读者 可 参阅 Hardy and Wright; « Ап Introduction 
ќо the Theory of Numbers > HE 88184, 

用 连 分 数 的 渐 近 分 数 亦 能 给 出 方程 (11) 的 全 部 解 ， 但 其 
证 明 很 不 容易 。 一 般 地 ， 只 能 从 wm 的 某 些 渐 近 分 数 给 出 


RCZ 五 ] 的 单位 。 例 如 ，w6 = C1，2 ，43 它 的 渐 近 分 数 
Р„_2 5 22 49 218 485 2158 4801 


0. 1' 2' 9° 20° 89° 198° 881° 1960” 
егу X 9 

динне =S, 0.05. On. sama 
х®-бу®= 1 的 解 ， 但 奇 次 渐 近 分 数 既 不 能 给 出 x: – буз =1 
的 解 ， 也 不 能 给 出 х2 - бу: = - 1 的 解 , 并 且 此 时 x: бу? а 
~ 1 是 无 解 的 。 否 则 ，x， 7 了 必 为 一 奇 一 偶 的 ， #x=2k+1, 
y=2h, BH 4k(k+1)+1=24h2-11 4k (К+1) -1=- 1 
(mod 8),24h2-1= 1 (шой 8), (x, у) Ж х? — бу? = 
-1 的 解 ， 若 x=2k，y=2h+1l， 则 4k:= 24h(h+1)-5, 这 
是 不 可 能 的 。 
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定义 7.7 0 КЕ К, Vo € R, a 不 是 单 
位 ， 若 o 除 单位 及 a 的 相伴 数 之 外 ， 不 被 R 中 其 他 数 所 整 
В, Шаш ЕЖЕ, ШЕЖЕ. ЖШ, а ШЕ 
的 合 代数 整数 ， 简 称 合 数 。 

例 7.3 (1) ”2 是 RCw 一 5] 的 素数 . 车 

2=(a tbi —5)(a, +b, =5)s ау, bis azs 
b ER 
则 4=N(2)=N(a +b,/—5)N(a, +b, —5) 


= (ai + ы) (аз + 5) 
显然 ai + 535-2, Wal +561 = 4 81, 
车 a1 +551 =4, MW а= 2, b,=0, Фа, +Ь,4 —5 
是 2 的 相伴 数 ， 
若 al + 5b1 =1， 则 a1+ bt 二 5 是 RCw 二 65] 的 单位 ， 前 | 


На? +52 =4, 于 是 as +b, 一 二 5 是 2 的 相伴 数 。 所 以 2 是 
REV =5) 的 素数 . 

: #2=(1+1)(1-1), 1+1, чалаан 
数 ， 故 2 是 RE 让 的 合 数 。 

(ii) 41=(6+w-5)(6-~-w5)， 而 N(6+w 二 5) = 
N(6-w -5)=41, 不 是 RCw 53 的 单位 ， 所 以 41 是 
RECw -5) 的 合 数 ， 

Gii) ФЕС ~5J 中 

6=2x3=(1+w 二 5)(1-v 二 5) 
而 2，3，1+ w-5，1-w-5 都 是 RCw 二 5] 的 素数 ,N(2) = 
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4，N(3)=9，N(I+w-5)=6. 由 定理 7"8 的 系 1 知 道 ， 
1+w 二 5 不 是 2 或 3 的 相伴 数 。 故 在 RECw 二 5 Ф 4 
解 定理 不 成 立 。 
定理 7,11 #а50 ДЕГ 页 J 中 不 是 单位 的 一 个 数 ， 
则 a 一 定 能 分 解 成 RECw m J 的 素数 的 乘积 . i 

证 明 若 w ERO m Ж, Иж у. # o 是 
合 数 ， 则 由 定义 7.7 知 ， 存在 Qis a ERCV mJ, 使 得 

а= аа, 1<М№9,)<М№(а), 1<№а,)<М№а) 
Fao ERA WERGE, FUE ai, a; 继续 分 解 因 
数 ， 其 因数 的 范 数 必 小 于 N(a1) 或 N(a,)。 由 于 N(a) 是 一 
个 有 限 的 正 有 理 整 数 ， 所 以 有 限 次 后 必 出 现 。 :: or 

а= ҮҮ, Ү, 
其 中 Y= Ci=1, =, s) 都 是 素数 。 

这 个 定理 指出 了 ， 一 个 非 0 的 二 次 整数 ， 都 可 以 分 解 成 
素数 之 积 ,， 但 是 从 例 7.3(iii) 知 道 ， 其 分 解 式 不 一 定 是 唯一 
的 。 这 样 就 所 出 了 一 个 问题 在 什么 条 件 下 ， 其 分 解 式 是 唯 
一 的 呢 ? 

由 于 在 RKw=5] 中 唯一 分 解 定理 被 破坏 ， 江 从 而 奉 
RCI = 及 中 成 立 的 某 些 其 它 定理 亦 被 破坏 。 例 如 ,ay BER, 
Ca, B) = 1, MEE À, KER, 使 得 : ` С. 

ал + Ви = 1 
的 定理 ， 在 RCw 5 кш Жоп, 3 和 1+Y -5 -5 是 
RCw- 5 中 互 不 相伴 的 素数 ， 忠 
аиа 
==> 3а+с-54=1, 3b+c+d=0 
=> (а-6-21) =1 
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这 是 不 可 能 的 。 
_ 例 7.4 因为 10 三 2(mod 4), 所 以 REv 10 1: — 06 & 
具有 形状 ; а+ 610, а, bER. 而 
6=2х3= (4+ 10) (4 ~ 10) 
容易 证 明 ，2，3，4+ 510, 人 10 是 REY101 的 ДАЖ 
数 。 以 2 为 例 ， 若 有 
2= (а+6,/10)(с+ 0/10) u. 
则 有  4=|at-l0b2||c2 -10d2| зз 
RUR a +b. IOM ce+dwI0 不 是 单位 ， 必 有 ar- 10° = +2, 
ЖЖЖИ. F a= +2(mod10) ИЕ, (HB + 2 是 #10 
А C ° 512, 23, 32, 42, 52, 62, 72, 82, 9 
=1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1(той10)), 77° 
在 RCV10] 中 算术 基本 定理 也 被 破坏 。2 和 (луй 
不 相伴 的 素数 ， 则 
208 + 5/10) + (4 ~ 0710) le + d./10)=1 ` 
=> 2а+4с-101= 1, 2b-c+4d= 0 ü 
==>2(a+4b+3d)=1 | 
这 是 不 可 能 的 、 
”下 面 将 讨论 唯一 分 解 定理 的 存在 条 件 。 | | 
- 定义 7.8” 住 给 a，BERCW m] ，B 关 0 ， 若 存在 8SYE 
Rr 五 ]， 使 得 | үке 
a=8B+Y, N(Y)<NCB) 
ЖЕКС m ) 为 有 轧 转 相 除法 的 二 次 整数 环 ， FERLEN 
二 次 整数 环 (Euclidean quadratic integers ring УЖ 
ЖЕЖ. 
ERC ш ] 是 欧 氏 环 ， 不 难 仿照 第 一 音 的 方法 推出 算术 
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基本 定理 在 Rw 页] 中 成 立 ， 亦 即 在 RCw па 中 每 一 个 非 零 
非 单 位 的 数 ， 都 可 以 唯一 地 相伴 数 看 作 相同 ， 不 计 因 子 顺 
序 ) 表示 为 素数 的 乘积 。 

定理 7.12 在任 一 欧 氏 环 中 ， 算 术 基 本 定理 成 立 。( 证 
明 略 ) 

对 于 症 < 0 情况 的 复 欧 氏 环 的 证 明 比较 简单 ， 而 m>>0 情 
况 的 实 欧 氏 环 的 证 明 就 十 分 困难 了 . 但 当 m=2, 3 ( mod 
10), 还 比较 容易 证 上 明 ， 只 有 有 限 个 欧 氏 环 。 而 m=1(mod4) 
的 二 次 整数 环 是 否 欧 民 环 是 一 个 核心 问题 ， 这 个 问题 1938 年 
由 我 国 数学 家 柯 召 与 外 国 数学 家 爱 多 士 《Erol6s ) ,海尔 伯 
B c Heilbron) 予以 肯定 的 回答 ,我 国 数学 家 华 罗 БЕЛП БЫ 
状 先 后 定 出 m 的 上 限 。 到 1948 年 这 个 问题 被 卡特 兰 ( Chatl= 
and ) 与 德 汶 普 特 ( Davenport ) 所 完全 解决 了 ， 其 结论 
是 ， RCWm]， 当 m>0 时 为 欧 民 环 者 ， 有 且 只 有 16 个 BH 

m=2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 
87, 41, 57, 73 

今 初步 探讨 如 下 ， 

在 定义 78 中 知道 ， 任 一 欧 氏 环 RCv 五 ])， 任 绘 EE 
Кот), Щ&=@/8(В#0),› а, BERCVm), FED, YER 
(m), Ë 8N(Ë-)<1, 因为 a=B8+Y, N(Y)<N(P) 
=-= М (а) МЕ -5) <, MEER 7-8 
等 价 于 

下 再 ” 设 RCwm) 是 一 个 区 氏 环 ， 对 于 任意 E EK(w 列 ) 
MEEDER), 

Nc- 4)<1 (12) 

Ж E= r+sVm r,sSEK。 #m=2,3(mod4), ШЕК 
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КАС Лл 1 = хн ууа, х,уЄК, #8 
|[(г-х)2 = ш(5-у)21<1 (12), 
m=] (mod4)， 则 


Š=x+y++y(/m- 1) 


= (x+y)+ уут 
于 是 当 x，y ER 时 ，(12) 变 为 
(ех у) -ms-37) |<1* (12”) 
当 m= -kh<0， 容 易 得 到 
定理 7'13 在 复 二 次 整数 环 中 ， 刚 好 有 五 个 欧 氏 环 。 
Вр 
m= -1, —2, —3, -7， – 11, 
证 明 由 于 & 的 任意 性 ， 要 求 对 于 任 一 & =r+s m, 
都 存 在 o C RCwm]， 使 得 等 式 (12 成 立 ， 有 两 种 情况 ， 


CG) тае 1 (mod4) 时 ， R(r)= {5} = L, 
x=(r), y=(sJ**, H (127), BERENE ， 


1l.1 
т\л" С! 


的 自然 数 .所 以 有 且 只 有 u =1，2， 即 m = - 1，- 2 两 个 解 。 
Cii) аута 1 (mod4) Н, E Ее r+sw 五 ， 找 一 个 
у 使 得 i | 


* 这 里 是 对 (4 ) 式 中 到 a =x+ 了 ,b=y， 而 得 到 如 上 的 形式 。 
° 对 任 给 的 5 和 EK(Vm)， 允 到 x+ywm ЄК ШШЕ (127). XT 


使 1r-x|，|s-y | 达到 最 大 仁和 要 选取 {fr} = 1з} 2, 为 了 使 [r-x| 
1s- 了 |] 达到 最 小 信 ，x +ywm 要 选取 x = Cr), у = (5). 
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\28-у1<4- 


[r= x= y y <} 
ENTR (5) = 1, y=C2sJ=2Cs) (r)= jo 
x=[r]-[s] 使 上 二 不 等 式 的 左边 取 最 大 值 于 是 由 (12)7 
得 
+ 1а |, u=3 ( mod4) 
当 且 仅 当 u= 3, 7, 118}, HEERSER. 即 m= -3, -7, 
-11, ` 
综合 上 述 ， 当 且 仅 当 m = ~1，-2，--3, ~7,- 11 时， 
Кип) ЖЕ. 2 
| 但 是 ， 有 些 二 次 整数 环 中 的 算术 基本 定理 成 立 这 样 环 
RCV т2 К (ут) Ш Bg Rp C Simple field), TW 
转 相 除 法 却 不 能 进行 。 例 如 ，REw 193380 Rc — 43338 + 
能 进行 驾 转 相 除 法 。 故 此 算法 仅 是 唯一 分 解 的 充分 条 件 而 不 
是 必要 条 件 。 可 唯一 分 解 的 二 次 整数 环 有 ， 
т=-], -2, -3, -7, -11, 719, -48, 767, 
~ 163. | ` 
海尔 伯 朗 和 林 佛 (Lin foot) 证 明了 最 多 还 有 一 个 ; 本 m 
Ж C Lehmer) 证 明了 ， 若 还 有 的 话 ， 一 定 
| т< —5*,10° | | 
但 是 其 存在 的 可 能 性 是 极 小 的 。1967 年 巴 喀 尔 《 Baker) 
证 明了 唯一 分 解 定理 成 立 的 虚 二 次 整数 环 有 且 只 Жл... 
有 更 多 的 实 欧 氏 环 存在 ， 已 证 明 К 
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定理 7.14 当 

т=2, 8, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 
37, 41, 57, 738, REV mJ 都 是 网 氏 环 ， 而 且 青 也 没有 其 
他 正 有 理 整 数 m 会 使 RC mj 为 网 氏 环 。 

这 个 定理 在 这 里 是 无 法 证 明 的 ， 

当 m =2， 或 m= 3 时 ， 由 (12)’ 我 们 可 以 选择 x 和 y， 使 
схі з-у <o MUR 2 是 欧 氏 环 下面 


仅 证 明定 理 7.14 的 一 部 分 。 
定理 7"15 м 
m=2, 3, 5, 6, 7, 13, 17, 21, 29 ` 
HF, Кип. 
证 明 жж 
à= 0, n=m(m%¥1(mod4)) 


À = п= т С п==1(той4) ) 


并 且 当 m 三 1(mod4) 时 ， 用 25 代替 5, 则 我 们 可 合并 (2) 
各 (12)” 为 О 
|(т-х-Ау)%*—п(5-у)?°|< 1 (13) 
车 加 转 相 除 法 在 Rew m] 中 不 成 立 ， 则 不 等 式 (13) 并 不 
经 常 成 立 ， 即 有 某 些 有 理 数 r，s， 使 一 切 有 更 整数 x， 7 都 不 
满足 (13)。 并 且 我 们 可 设 * ` 


0<:<5, 0<s < .(14) 


存在 对 有 理 数 r,s 满足 (14) ， 使 得 任 一 x,yER， 
都 有 
(r-x-ÀAy)221+n(s-y)š i СР(х,у)2 
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n(s-y)221+(r-x- Xy) CN(x,y)) 
之 一 成 立 。 我 们 将 引用 下 列 特殊 的 不 等 式 对 ， 
r2 之 1 + ns?, CP(0,0)), ns:ZP1+r2， CN(0,0)); 
(1-r)221+ns*:,(P(1,0)3, ns2221+(1-r)*, 
СМ(1,0)2; 
(1+ зр +052, СР(-1,0)2, п52221+ (1+ rr), 
| CN(~1,0)), 
关于 某 些 满足 (14) 的 r+ 和 s ， 上 述 每 一 对 的 不 等 式 中 至 少 有 
一 个 成 立 。 车 r=s=0 时 ，P(0,0) 和 N(0， 0) 都 不 成 立 ， 则 
应 排除 (r,s ) = (0,0) 的 情况 。 

由 于 满足 (14) 且 不 全 为 0 的 r 和 s，P(0,0) 和 P(1,0) 
不 成 立 ， 因 而 N(0,0) 和 N(1,0) 成 立 。 车 P( 一 1,0) ÈX, W 
由 PC -1,0) 及 N(1,0) 给 出 

(1+ r)221 + ns222 + (1 = ry: => 4r 22 => r >+ 


e REH, imasl(mbd 4) 时 ， 则 (13) 的 左边 是 
[(r=-x)3-m(s-y)3 | (a) 
т, x, ss УЖАШ 
Elf + Us gx+u ess+V E27 tY, 
其 中 el)e2 是 1 或 -1，u，v 是 有 理 整数 ，() 是 不 变 的 ， 因 而 我 们 可 以 选择 适当 


的 elyesyayu 使 得 clr + пез + ЛЕР 0 W ZM. 
更 复杂 一 点 的 情况 ， 当 mm 权 1(mod4) 时 ， 则 (13) 的 左边 是 


3 
| (с-х-фу = абз руа | @› 
对 r， x, з yj F?]I fh &—ЖКЖ› (B) 396009. 
(1)ertu, extu, €159 81y) (2)ry х- 1,5 +20, y+2u 
(8)r, х+у, -$,› 一 了 oDi -r, =X, 1-5 1-ys 


我 们 首先 用 (1 0 <r<1, KAKADE - 165612, 鞠 必 权时 用 (387 
使 0&sS1。 车 得 到 0 <<, 这 样 简化 工作 已 完成 。 ж-з, 最 局 用 


(4), 因为 诗 ~f 介 于 0 和 到 之 阅 故 对 这 样 的 r 可 以 间 样 进行 。 
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H 上 式 及 (14) 得 出 = Нав: 5, 这 是 不 可 能 的 。 事 实 
上 ， 设 s= 20р) =1, 3emael(mod4), т=п, 并 且 从 


m 无 平方 因数 ， <s <> 与 ns? = 了 一 > 43р? = 5q* => 
р*|5,4*|4ш=>р=1, q=2,m=5=1(mod4). Ж. шюа1 
(mod4) 的 假设 矛盾 。 
#m=1(mod4), Mlm = 4n => mp? = 5q? =>p = 1, 
q=1，s=1,， 这 与 条 件 (14) 矛 盾 。 因 而 P(-- 1,0) 不 成 立 ， 所 
以 N( ~1,0) 成 立 。 从 而 给 出 
ns2221 + (1 + r)2222 
再 由 (14) 可 得 0 之 8。 
这 就 说 明了 当 п<88}, BH#Em=s1 (mod 4) 时 ，m<<8; 
34 m==1(mod4)B#F, m<328J—UIRc mi, WA UATR 
转 相 除法 。 即 当 
m=2, 3, 5, 6, 7, 13, 17, 21, 29 
时 ，RKwam] 是 欧 氏 环 。 
Ж ”在 RCw23] 中 不 能 进行 名 转 相 除法 。 
ШЕН 当 m=23 时 ， 取 上 = 0, в= Т» 则 (13) 是 


o leago) Kie zst- asy -n+ <s 
& = 23x? — (23y — 7): = — 49= — 3( mod23) EDI E, — 
或 20， 容易 看 出 这 两 个 假设 都 是 不 可 能 的 。 例 如 ， 
E=23X2~ Y2= -3 (a) 
则 3+X 且 3+Y( 否则 91( - 3)， 这 是 不 可 能 的 》， 于 是 
Хш], Y*=1(mod 3) ==ë=22=1(mod 3)。 对 于 任何 有 
理 整 数 对 (X,Y ) ，(a) 均 不 成 立 。 


3 
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虽然 RCw23J 不 是 欧 氏 环 ， 但 它 的 算术 基本 定理 成 立 ， 
在 这 里 我 们 不 能 证 明 这 个 结论 

当然 很 难 证 明 全 体 正 的 m， 除 定理 7.14 所 列 的 m 值 之 
外 ，R5vm] 都 不 是 欧 氏 环 。 这 里 我 们 仅 能 证 明 

定理 7'16 `qm==253R3(mod4)BJ ЖЕКЕ ЕГ: 只 有 
ARA. | 

证 明 若 m 三 2 或 8(mod4)，R[Ew m ÆRE Ж. 在 
AVPR r= 0 且 s=t/m， 这 里 的 t 是 由 后 面 选 取 的 
一 个 有 理 整 数 ， 则 存在 有 理 整 数 x ,y， 使 得 

(x?-m(y-E) 1а, |(my-t2)-mx2|<m 
RX my- t)? -mx =t? (modm), MAREX, y, 使 得 


z? – mx2=t2(modm), |22 – mx2|<m (15) 
#m=3(mod4), RINER t 为 奇数 ， 使 得 
5m<t2<<6m 


实际 上 ， 当 m 足 够 大 时 , 这样 的 t 是 存在 的 。 如 ， 当 m = 479 
=4х119+3, Жі = 49 等 等 。 由 (15)z? — mx: 是 等 于 
t? 一 5m 或 者 t? -6m， 因 此 

t2—z2=m(5—x2), t2—z2= m(6—x2) (16) 
之 一 成 立 ， 但 对 于 模 8 而 言 ， 、 

{?ж=1; z2,x2=0, 1 或 4; m= 3 或 7 

=>t*-—z°=0, 1825; 5~x?=1, 485; 

6—x2=2, 586; 

m(5-x?)=3, 473; m(6-x2)=2, 3， 6 或 7 .所 
雇 无 论 怎样 选取 上 述 的 剩余 ,(16) 的 二 式 都 不 成 立 . .也许 是 
说 ,m= 3(mod 4) 时 ， 对 充分 大 的 m， RCV m33 £ E Ek É 
ж. : | С : 
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#rm=2(mod 4), 我 们 选取 满足 2m 过 t? 之 3m 的 奇数 +， 
与 上 面 一 样 当 m 足 够 大 时 ， 这 是 可 能 的 。 如，m= 310， 取 
t=25。 在 这 种 情况 下 ， 下 列 二 等 式 之 一 成 立 : 

62-22 = т(2- х2),12- 22 = m(3— x) (17). 
但 是 对 模 8 而 言 。 

m 三 2 或 6; 2-х2==1, 206; 3-x2=2, 38 7 

=> m(2-x?)=2, 4086; ш(3- х2) =2, 4868017) 
的 二 式 都 不 成 立 。 也 就 是 说 中 = 2(mod4) 时 ， 充 分 大 的 m, 
Комп ЖЛЕ ЕҢ. 

ÑZ, #m=2, 3(mod4), Ниш 充分 大 时 ，R[ wg 
不 是 欧 氏 环 。 

与 定理 7.16 — ВВ: Фот =1( той 4), 4 т 充分 大 时 ， 
RK5wmD] 不 是 欧 氏 环 , 但 其 证 明 方 法 十 分 复杂 ,这 里 不 再 详 述 。 

本 节 有 关 文献 的 介绍 可 参阅 : Hardy and Wright ， 
《An intro duction to The Theory of Numbers 》 第 
14 章 的 附注 。 


第 三 节 理 想 Ж 
从 例 7。 30iii) 知 道 在 RC 二 5 中 唯一 ;分解 定理 不 万 立 ， 
为 了 解决 这 个 问题 康 米尔 (Kummer) 于 1844 年 引入 了 理想 数 
的 概念 建立 了 理想 数 的 理论 。 为 了 引进 一 жининиз. 
Ал . 


定理 7.17 车 三 是 一 个 n 次 次 代 整数 ， 则 所 有 形 如 | 
`а+а„&++е+ an_l8 (acEK) 5. (18). 
的 数 成 一 个 域 。 且 (18) 的 系数 不 同时 表示 不 同 的 数 ( 即 1，f8， 
тэ 在 K 上 线性 无 关 )， 


证 明 车 至 少 有 一 个 系数 a; 志 bi 的 等 式 

а, taé +. жа, Ё 1 = batb E +... + 6,271 
ШЕВ ИТА ФОКЕ, УЕ E n 1k 
{ОНИН ВЕ ЕШ. БЛ, ВШ, £, +Ë"! fE k 
上 线性 无 关 。 

设 P={8=ao+aig+…+an Ë lla C€ K), 今 证 在 P 
内 关于 复数 的 加 、 减 、 乘 、 除 ( 0 不 作 除 数 ) 闭合 。 并 设 5 
是 有 理 系数 不 可 约 多 项 式 . 

fx)=to+tix+…+tax (t CK, t09) 
的 根 。 

aq=a(Ë )=a,+a,Ë +... +а-1 37! 

B=85b+bl8g+…+bs -isn 1 


则 
e+B=a(Ë)+b(&£)=a tb + (а, tb) +e 
+(а ү Eba; 08971 
а+ВЄР 
用 带 余 除法 ， 得 
a(x) b(x)=f(x)g(x)+r(x) (ər<n) 
=>aß = r(Ë) 
^ aBEP 


最 后 ， 若 8s0， 则 b(x) 与 f(x) 互 素 ， 故 有 有 理 系数 多 
项 式 g(x)，bh(xz)，ag<n， 使 
g(x)b(x)+R(x)Í(x)= 1 
E x= Ë RA st, HAI =g) € P, а GEP. D 
以 P 是 一 个 数 域 . . 
这 样 的 P 叫 做 n 次 代数 数 域 ( algebraicnumber field of 
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п degree ) 。 也 叫做 有 理 数 域 信 上 添加 所 得 的 单 扩 张 
《simple extension) 或 n 次 有 限 扩 张 ; 或 代数 扩张 
(algebraic extenion ) Е, Р=К(&), 
1, £, 82, +, ЕСШ КОКЕ) RIER (base). 
定义 7.9 Has a, e, a, 是 KEPER TRA 
整数 《下 简称 整数 》， 则 称 所 有 形 如 
1,9, + 1,4, t+ Па (T Naaa п КО) НАУ 
数 ) 的 整数 ， 所 成 的 集合 为 由 a1 ,4;，-……， aa 生成 的 理想 数 
(Cideal ) 。 记 作 :， Caraz, aJ, 
由 一 个 整数 a 所 生成 的 理想 数 叫 做 主 理想 数 ( princi- 
pal ideal), ја Е: Са), 
只 有 一 个 整数 0 所 成 的 集合 ， 亦 成 一 理想 数 50]， 下 面 
只 讨论 非 C0) 的 理想 数 。 
理想 数 [1] 表 示 由 开 (5) 中 一 切 整 数 所 组 成 的 集合 (这样 
的 整数 环 仍 用 RCE2 来 表示 ) 称 为 单位 理想 数 。 
下 面 我 们 用 黑体 英文 字母 来 表示 理想 数 。 如 
A=[ai，… ar]B=[pB,，…，B.]，[13] = раа, 
二 理想 数 A= B 指 的 是 任 给 a EA， 都 有 有 aEB， 反 之 , 任 
给 BEB， 都 有 B EA， 
理想 数 有 下 列 诸 性 质 ， 
1° Жа, BEA, =>а+ВЄА 
2° Ж=ЄА, пек) => na 6 A 
8° А =la sa = В= СВ,,:.,В,2 
< 和 之 Qi = > Eu B; Bi = уз Njia; (19) 
j=1 i=1 
K hi<i<q, 1<j=<r, ЄЕС, п ERCE 特别 
Ж. ЖСаз= СВ2, ШауВ 是 相伴 数 。 
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上 述 三 性 质 都 可 由 定义 立即 得 到 ， 
Ва, ,а,, „а, ER, d=(a ar,，…aa) 则 
存在 xl,x:，… xsER， 使 得 
d=a,x,+a,sX; + +axX. 
所 以 在 有 理 数 域 人 中 [alyasz,，…，,ad] = Cd)， 即 在 K 中 具有 主 
理想 存在 , 但 在 RCw -5) 中 (3,1+w-5)=1 而 不 存在 - 
Ë, NERCV 52, 32+ (1+3 5) п7=1, 所 以 理想 数 
C3,1+ 二 56] 不 可 能 化 为 主 理想 数 。 所 以 非 主 理想 数 的 理想 
数 是 存在 的 。 一 般 地 | 
4° 在 单 域 K( wm ) 中 的 一 切 理想 数 ， 都 是 主 理 想 
ж, : о, 
“其 证 明 是 简单 的 ， 但 必须 先 引入 
”定义 7.10 理想 数 
| N: “01B,, ‚В, +, @,В,, ++; а. В. 
为 理想 数 | | 
A=C Qi,,041,B= 5B,,..,B.) 
HRP BF: А.В, 
- 5“ д  ЯТ,* 108 ЕДЕ, A зве, SERT 
ai，8Bi 的 选择 无 关 ， 即 若 š 
A= Cassa JE Cas) 


B= cB, "эВ 2 = СВ’ „ВЈ 
则 с 
:A.B=Caipi， "01B. GB ,oaB,) 


= а’ В', за В; „а, В зо, В 2 
读者 可 应 用 理想 数 相 等 的 定义 来 证 明 。 同样 地 下 面 有 些 . 


简单 的 性 质 ， 都 留 给 读者 自行 证 明 。 
6° (i) р.А=А 
Gi) 交换 律 ，A.B= В.А 
Gii) 结合 律 ，(A,B).C=A.(B.C) 
用 归纳 法 定义 A1…A。 = (ААА, (如 是 任何 自然 
数 ) ， 定 义 A" = D，、 则 ж 
(іу) АА! = А+! 
(А): = А"! 
(А.В)" = АВ" | 
ENTI 对 二 理想 数 A 和 B， 若 存在 理想 数 C， 合 
в У. 
А=В.С 
则 称 B 整 除 A， 记 作 B | A。 此 时 称 B，C 为 A 的 因数 。 
17° G)#0C|B,B]A=>C]A 
Gi) 车 BIA,C 是 任何 理想 数 ， 则 BC|AC， 
Gii 对 任何 理想 数 A， 都 有 
- DIA,ATA. ~ Uik 
(iv) 若 BJA, 则 vacEA, 都 有 ucB。 o a A 
(v) 若 AID, 则 A=D， | 
今 只 证 明 Gv). ФА= В:С, 而 B= СВ,, +, 3,2, 
C= [YYyY,]， 则 vaEA， 都 有 


t s r s 
e= У) т Bi Y, = 工人 > пу.) Вт, € ЕСЕ 
i=lk=1 j=1 k=l 


于 是 
аЄ в 


实际 上 (iv) 的 递 定理 亦 成 立 。 HER aCA, 都 有 a € 
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则 B1A( 即 下 面 的 定理 7.18 系 2 ) 。 
由 性 质 6"” 的 (iv) 可 得 


8° ÆA|D, ДА =р, 
定理 7.18 ”对 于 任何 理想 数 A， 一 定 能 找到 一 个 理想 数 


使 A.B = Сај. Caj 是 由 自然 数 a 生成 的 理想 数 。 


B, 
证 明 ЖА 是 一 个 主 理 想 数 ， 如 A= Саз, W 
B =i а)... д0) J, Epa” ‚уа (а) Жа ity 


数 ， 于 是 取 a=N(a) = jaa? 6000 |, A 


A.B= [aa(2) ,a ) = Сај 
ЖА = Са, …y ao 不 是 主 理 想 数 ， 作 多 项 式 


f(x) = аухі+ + Go 


` 


п-1 
g(x)= [I Cat? xl+ taD ) =B,xt +++ +В, 
j=2 


其 中 k= (а-1)1, aP а, HRR, Wa? =a, Фй 
对 称 多 项 式 的 基本 定理 ， 得 
Í(x)g(x) = П ( а‹Фх!+ ‚+ a ) 


j=1 
= Ctr XE + ee +C, (c, € R) 


5 
а= (Cims tso) B= СВ, ,Poy 
下 面 证 明 
А.В = Сај 
因 对 一 切 0<h< 1+k, Жас, Walay В, 
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COKI, 0<u<k)*, 所 以 ap Въ € Газ (性 质 7* (iy) )， 
反之 ， Да = (с, *, ©), 故 有 有 理 整 数 41,.， .... d 
使 


a= Cidi + + cd, 


© c= У) ор Ву (0<h<1+k) 
l m 
^ a=}, Tauau В» (Nuy ERCE) 
u=lu=1 
所 以 aEA.B。 因 此 
А.В = Сај 
ЖІ ЖА.С=А.р, ШС=р, 
证 明 取 B 及 自然 数 a H 
A.B = [a] 一 >[al'C=[a].D 
此 等 式 的 意义 是 C 中 各 数 滋 以 a 后 所 得 的 集合 ， 与 由 D 中 各 
ЖИ a 后 所 得 的 集合 相同 ， 所 以 
C=D 
#2 ÆVaCA, #AaCB, MBIA, 
证 明 取 C 及 a 使 B.C =[a]， 于 是 C.A 中 每 一 个 数 ， 都 
在 B.C= [a] 中 ， 故 可 令 


° 关于 代数 整数 的 整 路 人 性， 有 如 下 的 定理 ， 令 
f(x) = ах, ++ а0,› G1 天 0; g(x) = 有 kxk+…+pBo。(ai， 有 是 整数 ) 又 
令 
f(x)g(x) = Yge, Xit +... + yo 
FICER, d Yu] Sus] +), W 
ъа, Bç OKIL, Lom ) 
此 定理 我 们 用 而 不 证 ， 其 证 明 可 参考 华罗庚 著 《 数论 导 引 》 第 十 六 章 第 五 
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CA=[ayi，…，ayu]=[a]vfYi，…，Ya] 
=C.BrYi，… Ya 
A=BCY, Y J=>B|A 
定义 7,12 ”车 一 理想 数 除 D 和 本 身 外 无 其 他 因数 ， 则 称 
这 个 理想 数 为 素 理想 数 (prime ideal) 。 通 常用 P 表 示 素 M 
定理 7.19 任 二 理想 数 A = [al，…arg]， 
B=5B,,…,B.J)， 则 有 唯一 的 理想 数 D， 满 足 
<i) DIA, DIB 
Cii) D.IA, р, [В, MJD ID | 
换言之 ，D 中 任 一 数 都 能 写成 w+ B 的 形式 ， 其 中 
ЄА, BEB, | 
证 明 Жр -Са,, =, а,, В, >, В. J 则 定理 中 的 二 
性 质 被 满足 。 事实: 上， 此 时 显然 有 D1A，D18。 上 且 ' 若 理想 数 
D:[A, D,|B, WD, 含有 A 及 B， 故 亦 包含 有 D， 所 以 
D,|D. 
次 证 明 ，D 是 唯一 的 。 若 D' 也 具 有 性 质 (i》 (нә, 
则 
D’|D, рр’ 
亦 即 D 中 各 数 均 在 D’ 中 ， 而 且 D/ 中 各 数 也 均 在 D 中 ， 所 
以 
Е р’ -=D 
7 又 因 D = Ca ，…as Bi. ,B,J 中 任何 — Ж, 都 能 写 
成 
Niay Ee +t Nae ÀA Bi tee А, В, 
的 形式 。 а= арт, у B=) B +. tA, Bo WJ 
aCA, BEB, 因此 D 的 任 一 元 素 都 能 表 成 a+B 的 形 
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x. 
定义 7.13 ”定理 7.19 中 的 D 叫 做 A 和 日 的 最 大 公 因 数 ， 
WE: р = (A,B)。 可 用 归纳 定义 的 方法 ， Ж СА,, ++, 
Amais А.) =〈((A…AD)，A)， 若 (A，B) =D, 则 称 
А, ВЕЖ. О, 

它们 有 如 下 的 性 质 ， 易 证 

9° #(A,B) =D, 则 对 任何 理想 数 C， 都 有 

САС,ВС) = р.С 
10° ЖЖЖ Р|АВ, ВРТА, WPB, 
证 明 ”因为 PYTA， 所 以 
(P, А) = Р ==> (PB, AB)=BX РАВ, Ц 
Р|В. 

1° 任何 理想 数 都 只 能 有 有 限 个 不 同 的 因子 ， 

证 明 任 给 理想 数 A， 存 在 .理想 数 B 与 自然 数 a 使 得 
A.B=[a]， 故 A 中 含有 a ， 且 A 的 任 一 因子 亦 含有 а. Жї 
证 明 ， 含 有 一 个 固定 的 自然 数 的 理想 数 ， 只 可 能 有 有 限 个 ， 
则 性 质 得 证 。 

ЖМ = [al anal 为 一 含有 a 的 理想 ， LRO, On 
ЖЕКСЕН 86 СЖЙ ЖЖ, ЮТ УКО) ЮЛИ К 
йй), Њо, ER) | 
СЛ а= вае во, (1< i<m, g € R) 

再 令 ва = ааа + га OKu Ka), HH 


n n 
推 得 B = > qua o, ,Yi= 2 ra O, 
k=1 k=1 


о; =аВ; + Yis 


又 因 a 在 M 中 ， 所 以 
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М=саВ, +Y, ,, aB, + Y. al= (Y i, Y a aD 
因为 只 有 有 限 组 Y,,…,Y。， 故 含有 a 的 理想 数 ， 只 可 能 为 
ART. | 
定理 7.20 【〔 理想 数 的 基本 定理 ) 任 一 不 同 于 D 的 理想 
数 A 可 分 解 为 素 理想 数 的 滋 积 ， 且 若 不 计 其 排列 的 次 序 ， 则 
分 解法 唯一 。 
证 明 HERT 知道 ， 任 何 理想 数 只 可 能 有 有 限 多 个 
不 同 的 因子 ， 故 可 对 A 的 因子 个 数 ， 施 行 数 学 归纳 法 。 
先 证 可 以 分 解 。 若 A 是 素 理 想 数 ， 则 已 证 ， 否则 
A=B.C(BsG,C=D) 
则 因 B，8 的 因子 个 数 少 于 A 的 因子 个 数 ， 故 由 数学 归纳 法 ， 
得 到 证 明 . | 
次 证 分 解 的 唯一 性 。 设 
A= BiB:…Bi= ВВ 7---B а, m>1, 1>1 (a) 
车 A 是 素 理 想 数 ， 则 1= 四 = 1， 于 是 结论 正确 。 若 A 非 素 理 
想 数 ， 则 1>>1，am>>1。 因 


B, | B{ В, B41? В, |B! (1<j<m) 


# B, = Bf ， 不 失 一 般 性 ， 可 设 j= 1. 由 定理 7.18 系 1， 
得 
B:…Bi= B’ -BÅ 

由 归纳 点 假设 ， 定 理 得 证 。 

与 定义 3"1 类 伏地 可 以 定义 ， 当 Ala - B 时 ， 称 代数 整数 
a,B 关 于 模 A 同 余 。 记 作 

а= B(mod А) 
其 中 AlCca]， 称 为 A 整除 a， 记 作 Аја. B № Аја Ва 
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在 A 中 的 意思 。 

根据 同 余 关系 把 R55 的 数 进行 分 类 ， 使 得 凡 属 于 同类 
的 整数 关于 模 A 互 相同 余 ， 而 属于 不 同类 的 整数 ， 关 于 模 A 
互 不 同 余 。 即 a -了 EAB 时 a 与 B 关 于 模 A 属于 同一 类， 其 类 
数 为 NC(A)、 并 且 有 如 下 的 结论 (这 里 不 证 )，。 

BASCA, Aa] Ott O, ZE RC 6283518 


= i ®i (а ER) (b) 


则 NCA) SF ЖЕЦТ АНЕ, 即 
МСА) = | laul | 
由 此 车 对 主 理想 Ca 的 范 数 N (Ca))， 有 
N (Са) = N(o) | 
并 且 
NCAB) =N(A) N(B) 
因此 车 将 A 中 元 素 依 mod AB 进行 分 类 ， 其 类 数 亦 等 于 
N(A)， 从 而 得 到 
定理 7.21 车 P 是 素 理想 数 ，P+a， 则 对 整数 x， 有 
a NP-1 1 (mod P) 
实际 上 这 是 费 马 定理 在 理想 数 中 的 推广 。 
历史 上 ， 首 先 由 高 斯 把 有 理 整 数 推广 到 高 斯 整数 
《 RE 让 中 的 数 ) 及 一 般 代数 整数 。 在 RC 让 中 唯一 分 解 定理 
仍然 成 立 ， 但 在 REw 5) 中 唯一 分 解 定理 遭 到 破坏， 为 了 
重建 唯一 分 解 定理 ， 引 起 了 当时 代数 数论 专家 的 兴趣 。 康 米 
Ж ( Kammer ) 在 1844 年 开始 写 了 一 系列 论文 创立 了 理想 的 
理论 。 并 成 功 地 证 明了 费 马 大 定理 0<p<100 除 37, 59, 67 
外 都 成 立 ， 并 研究 由 单位 根 形成 的 代数 数 。 而 高 斯 的 学 生 狄 
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德 金 (Richard Dedekind(1831 一 1916) 用 全 新 的 方法 探讨 
了 唯一 分 解 定理 ， 在 他 编辑 的 狄 里 克 雷 ( Dirichlet ) 的 《 数 
论 》(1871) 的 第 二 版 的 附录 10 中 ， 发 表 了 他 的 结 果 ， 在 同 
书 第 三 版 、 第 四 版 的 附录 中 ， 他 扩展 了 这 些 结果 。 就 是 在 那 
里 他 创立 了 现代 代数 数 的 理论 ( 前面 的 方法 是 狄 德 金 的 思 
想 ) . 

为 了 了 解 康 米尔 思想 ， 我 们 考察 K(w 一 5) 中 的 二 次 整 


6=2:3=(1+V// -5) (1-w 二 5) 
其 中 2，3，1+ w 二 5，1- w 二 5 都 是 素 整数 ， 说 明 这 时 唯一 
分 解 定理 不 成 立 . 车 在 域 K(w-5) 中 我 们 引进 理想 数 
(=. 2, B,=(1+w 一 5)/v 9, :2=(1-w-5)/w2 则 
6 便 被 唯一 地 分 解 为 
6 =а°В,В, 
这 时 四 个 因子 全 是 理想 数 (2，3 已 不 是 素数 ，2 = a?， 
з= В.В.) .借助 于 理想 数 和 其 它 素数 在 这 个 域 中 因子 分 解 是 
唯一 的 《 除去 可 逆 元 素 的 因子 以 后 二 是 代数 整数 ， 则 代数 整 
数 M 就 是 可 逆 元 素 ， 如 1，- 1，5 -2 6 和 5 +2w 怕 等 都 是 
可 北 元 … ) 。 一 般 地 ， 借 助 于 理想 数 ， 可 以 证 明 在 缺乏 唯一 
分 解 定理 的 所 有 域 中 ， 普 通 数 论 的 一 些 结果 成 立 。 
康 米 尔 的 理想 数 与 狄 德 金 的 定义 不 同 ， 它 是 普通 的 数 
且 无 一 般 的 定义 ， 亦 与 他 所 研究 的 由 单位 根 形成 的 代数 数 不 
同 。 | 
КЕЛНУ RS e ЖЕШ» ЖИЕК ЫР 
的 唯一 分 解 定理 〈 如 本 节 前 面 所 述 ) 。 他 引进 了 代数 数 类 去 
代 和 将 康 米尔 的 理想 数 ， 为 了 纪念 康 米 尔 的 理想 数 ， 他 把 它们 
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改称 为 理想 。 | 

对 于 代数 数 域 它 的 最 主要 性 质 是 理想 类 数 ， 但 是 类 数 一 
定 的 代数 数 域 ， 甚 至 虚 二 次 数 域 究 竞 有 多 少 ， 这 是 一 个 极 难 
的 问题 。1967 年 Baker 等 人 借助 其 精深 的 方法 定 击 类 数 为 1 
〈 即 该 整数 环 满足 叭 一 分 解 定 理 ) 的 虚 二 次 域 只 有 高 斯 所 说 
的 九 个 (mm= -1,-2, -3, -7, –11, -19, – 43, - 67, 
一 163 ) ， 不 久 类 数 为 2 的 虚 二 次 域 也 已 定 出 。 但 是 类 数 为 
3，4，5，… 的 虚 二 次 域 还 没有 希望 定 出 来 。 | 

1976 年 美国 数学 家 Goldfeld 发 现 ， 这 个 极其 艰深 的 问 
ЖБ ДНИ ЖОТЕЛ ШИШИ Ж (不 是 椭圆 ! ) 的 工装 数 零 点 
性 质 有 关 。 这 就 把 类 数 问题 化 为 寻找 某 种 特殊 的 实 图 曲线 , 
即 其 工 函 数 有 > 3 阶 的 零点 ， 西 德 年 轻 数学 家 Zagier 和 美国 
数学 家 B.Gross 花 了 很 大 的 力气 来 算 ， 单 求 方 程 的 计算 用 了 
100 页 ， 终 于 找到 这 种 特殊 的 曲线 ， 从 而 给 每 种 类 数 h 的 虚 二 
KIRK т) ш СВЕ НАК) 一 个 上 界 。 这 样 使 问 
题 完全 解决 了 。 他 们 的 工作 还 没有 发 表 ，300 页 的 手稿 很 Ж 
核对 ， 但 一 些 大 专家 如 ，B. Mazur 都 肯定 他 们 的 结果 ， 说 
“无 疑 是 正确 的 ”. 


第 四 节 RIEM 
本 节 将 介绍 某 些 二 次 整数 的 费 马 定理 。  ， 
本 节 开 始 先 介 绍 RCi 5 中 的 素数 和 用 个 唯一 分 解 定理 成 立 
的 二 次 整数 环 中 的 素数 的 性 质 ， 本 节 RCw m] 都 表示 算术 基 
本 定理 成 立 的 二 次 整数 环 。 
车 zx 是 RCw mJ 中 的 一 个 素数 ， 则 


TINC N(a)= | яя | 
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N(r) 是 一 个 被 x 整除 的 正 有 理 整数 。 若 z 是 被 x 整除 的 
最 小 的 有 理 整 数 ， 且 z =z1z,， 则 
|212: ==>x|z ER |Z; 
这 与 z 的 最 小 性 矛盾 ， 故 除非 z: 或 z: 之 一 等 于 1 这 是 不 可 能 
的 。 所 以 z 是 一 个 有 理 素数 。 亦 即 被 л 整除 的 最 小 的 有 理 Ж 
数 ， 一 定 是 素数 p。 如 果 r 整 除 两 个 有 理 素 数 p: 和 p:， 则 
л|р,, л|р;,==>л]р,х—р,у(х, YER) 对 适当 的 
x，yER 可 使 px-p:y= 1 (51-12), ЖЖя|1, Ж 
与 r 是 素数 的 假设 矛盾 。 从 而 得 到 

定理 7.22 ”RCwm) 中 任 一 索 数 x， 都 刚好 是 一 个 有 理 
素数 的 因数 。 

由 这 个 定理 知道 REwm) 中 的 素数 ， 可 由 有 理 素数 经 过 
在 RECwm] 中 的 因数 分 解 来 决定 ， 

在 RC 中 ,车 xn=a+tbi,，x|p， 则 7 和 =p 从 而 N(x)N 
(А) = р^, ХЕМ) = 1， 和 是 单位 rÆ p 的 相伴 数 ， 或 
者 - 
N(z)=(a+bi) (a-bi)=a2+b2=p (20) 
(i) #p=2, W 
p=12+12=(1+i)(1-i)=i(1-i)2=(-1-i)(i-1) 
Жї+ї, 1-1, -1-i, 1-1ҖЖЕСО Ж, ЖЭНЕ 
是 前 二 数 的 相伴 数 ， 

Gi) 车 p = 4m+ 3, (20) 不 成 立 ， 因 为 一 个 有 理 整 数 的 
平方 关于 模 4 是 同 余 于 0 或 1， 所 以 RC 让 中 具有 4n+ 3 形式 
的 有 理 素数 是 一 个 素数 ， 


Gii) 若 p=4m+ 1, (1) = 1， 因而 存在 一 个 有 
理 整 数 x， 使 得 
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p|x2+1=>p](x+i)(x-i) 

如 果 p 是 RCi) 中 的 素数 ， 那 末 pl|x + i 或 者 plx~i， 这 
是 不 可 能 的 。 因为 二 + 十 不 是 整数 ， 所 以 p 不 是 素数 ， 因 而 
p=xÀ=(a+bi)Xa-bi)=a*+b2, HN(x)=a?+b?=p,. 
a，bER。 这 就 得 到 了 定理 5.9 的 一 种 简单 的 证 法 ， 但 是 没 
有 给 出 具体 求 a,b 的 方法 。 

出 定理 5*9 给 出 了 一 种 把 p= 4m+ 1 分 解 成 两 个 有 理 整 
数 平方 和 的 方法 ， 从 而 可 求 出 p= (a+bi) (a -bi) = xÀ, Z 
因子 各 自 的 相伴 数 是 ， 

х,пі, mn- riy А, Аі, -А, — Ai (21) 
(т, X), (лі, - Л), (~n, =Ai), C-ni, А), Q. zm), 
(М, ~ai), (-А, -л), (-М, ri 等 八 对 数 之 一 ， 代 替 
(Cr )》， 这 样 的 八 次 变化 对 应 于 八 个 方程 

( ka)*+(+b)2=p, (+0)? + (4а)? =р (22) 
它们 都 是 a* +b = p， 并 且 若 p= ск = (c+di) (с- 41), 
由 于 在 RKCiD 中 唯一 分 解 定理 成 立 ， 故 (ct+ di，c - di) 一 定 是 
上 述 八 对 数 之 一 ， 这 就 证 明了 这 种 表示 法 的 唯一 性 。 从 而 得 
到 比 定理 5.9 更 强 的 结论 。 

定理 7.28 任 一 形 如 4a+ 1 的 有 理 素 数 p， 都 可 以 唯一 
地 表 成 两 个 有 理 整 数 的 平方 和 。 

从 上 面 的 讨论 ， 又 可 得 到 

定理 7.24 Ri] 中 的 素数 是 ， 

G) 1+i 和 它 的 相伴 数 ， 

Gi) 形 如 4m + 3 的 有 理 素数 和 它们 的 相伴 数 ， 

Gid 形 如 4m +1 的 有 理 素数 的 因数 a + bi 和 它们 的 相 
伴 数 。 
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首先 ， 我 们 在 RC 中 讨论 费 马 定理 ， 给 出 类 似 于 有 理 整 
数 环 中 定理 3.7 系 1 的 结论 ; 而 不 一 般 地 给 出 定理 3.7《 欧 拉 ` 
定理 ) 。 
EXTIA ERC mF, #Y]e -B, Шо, BAFE 
YAR WE 
a=ß ( modY ) 
Ж, а-В= КҮ, КЄКСу 7. ЖЕНА 然 可 推 
FA- ВКО ККС, 
下 面 用 p 和 q 分 别 代表 形 如 4m+ 1 和 4a+ РРР 
并 且 用 x 代表 定理 7.23(iii) 中 RCiD 的 素数 。 令 
P(a)=N(x)- 1 
因而 (x)=p-1(rlp), P(rn)=q:-1(x=q) 
定理 7"25 车 (a,x)=1， 则 
аФ =] (moda) 
‚ 证明 设 w=1+mi， 当 rlp 时 ， 由 让 =i 
得 
а? = (1+ ті)? =l + (і) = 19 + m'i(mod p) 
由 定理 3,7 系 2 得 
ar=l+mi=a(mod p) 
因为 r1p， 这 个 同 余 式 同样 地 对 模 x 成 立 。 消 去 得 
ap "l=1(modx)=> а? =1(mod x) 
Җл= 9, P= -i, H 
а?=(1+ш1 =l- mti=l-mi= а (той qd) 类 似 地 ， 
as=a(mod g), Hi 


а? =T" =a(modq) => aq 1 1 (mod q) 
这 个 定理 的 证 明 ， 亦 可 类 似 于 第 三 章 第 三 节 证 明 欧 拉 定 
310 


理 一 样 ， 由 于 
l'a, 2*@,++,(р-1)@ 
是 过 模 p 的 一 个 互 素 剩余 系 ， 因 此 
1.2…(p-1)ap-1=1.2…(p-1)(modp) 
=> a P7! =1(mod р) 
=> a P7! =) (mod л) 
这 里 自然 要 与 有 理 整 数 一 样 地 ， 先 引进 模 p 的 “ 互 案 剩 余 
系 ” 和 “完全 剩余 系 ”的 概念 。 例 如 ， 若 lp，r= at+hbi， 
(asb)=1，a，bER，、 则 存在 c,d ER 使 得 ad+bc=1, 而 x 
的 倍数 | 
(at+bi) (с+41) =ас-Ъ4 + (ай + Ьс)і = 5+і (23) 
其 中 s= ad-bc， 于 是 存在 sSER 使 得 rls+i。 
今 考虑 如 下 的 关于 模 r 互 不 同 余 的 数列 
r=0, 1, 2, ++, Мл) -1=а? +? -1 (24) 
#х+уї д RGI 的 任 一 整数 ， 有 一 个 (24) 中 的 r， 使 得 对 
(23) 中 的 s 有 
x-sy=r(mod N) 
H) 
x+yi=y(s+i)+r=r(mod x) 
(24) r ЙМ (r) 的 完全 剩余 系 ， 亦 即 它 d ER x B 
完全 剩余 系 
车 a 与 x 互 素 ， 与 定理 3.5 的 证 法 一 样 ar (r=0，1,…， 
atb’ -1) 亦 是 过 模 的 完全 剩余 系 。 | 


а&+2-1 2+2 -1 
П (Cans Ц rimod xz) 
r=0 r=0 


用 类 似 的 方法 可 证 明 其 他 情况 的 RCwm) 中 相应 的 定理 ， 
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但 是 完全 剩余 的 建立 比较 困难 。 

其 次 ， 讨 论 REv 2 J 和 R Cw 5 中 的 案 数 ， 其 讨论 的 方 
法 和 其 他 算术 基本 定理 成 立 的 环 很 近似 。 

例如 ， 在 RCw 2 ] 中 ， 或 者 有 理 素 数 p 是 素数 或 者 

№ (х) = |a2-—2b2| =p (25) 

的 x 是 素数 。 每 一 个 有 理 整数 的 平方 都 同 余 于 0，1 或 
4(mod8) 。 故 当 p= т + 38|, RE EW А (25) лу 24 
p= 8m+1 时 ，2 是 模 p [ЁЛ], х2 е2 (той р) AR 
x 二 Xo(mod p). X а=х,, b=1, Į] a2— 2==0 (mod р), 
№ (а – 42 ) (а+ ww 2) 二 0(modp)， 与 定理 7.24(iii) 的 证 
法 一 样 ,可 知 p 不 是 к ВЖ, р = дд, n=a+ bw 2， 
à= + (а- 4/2 ) М N(x) = |а? ~ 22] = р, W 
7= (3+2) (3-02) 17= (5 +249) (5 -2 7) 等 等 。 
最 后 ，2= 2’，w 5 是 素数 。 从 而 得 到 

定理 7.26 ROVIRA: (i) V3， (ii) 形 如 8m 土 3 
的 有 理 素数 ， (iii) 形 如 8m 土 1 的 有 理 素 数 的 因数 a+ bw 2. 
以 及 它们 的 相伴 数 。 

RCV - 5 的 整数 是 形 如 a+bo， 其 中 abEcR， 
而 且 

@ - а +v 5)*, N(a+bo)=|a2+ab-b2| (26) 


° 注意 这 里 的 0 昌 与 (4 ) 式 中 o = 4 l+ V 吾 ) 的 表示 法 不 同 ， 但 无 本 
质 上 的 差别 ， 不 过 把 # 和 Nb 改作 5 = 10А + pm). АВ 
+B G+ m) =a+ bw 其 中 a = А-В, Ь= В. М) = 


= aš -ьз® 1 
laš+ab-b 4 і. 
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容易 证 明 RCw 5 3 前 一 切 单位 是 
to tna(n=0，1，2，…) (27) 
求 RCw 5 ] 的 素数 ， 依 赖 于 方程 
N(r) =]a?+ab-b?|=p, 8 | (2a +b)? —5b2] = 4р 
车 p= 5n+ 2, (2а+Ь)?ҥ +3 (mod5)， 这 是 不 可 能 的 


‹ (23) = -1) ， 所 以 p ЕСЖ. Ж 


p=5n+1, Ж(-5-)=1, ЖУНШ х,р|х*-5, ЩЩ ЕШ 


道 , 这 样 的 p 是 可 以 分 解 因数 的 ,最 后 ,&= 5 = (2®-1)*. 
从 而 得 到 

定理 7.27 ROVE 7 的 单位 是 形 如 (27) 的 数 ， 其 素数 是 ; 
(i)w 5， (ii) 形 如 5n 土 2 的 有 理 素 数 ，(iii) 形 如 5n 土 1 的 有 
理 素数 的 因数 a + bo。 以 及 它们 的 相伴 数 。 

同样 地 ， 可 以 证 明 费 马 定理 ， 

定理 7.28 p 和 gq 分 别 是 形 如 5n +1 和 5a+2 的 有 理 
KA, P) = N (nx) -1， 于 是 

Ф(л) =р-1(л|р); Ф(л) =q -1(7= 4). 
ЖЕ (а, л) =1 时 ， 则 


а ®© =1(mod x) (28) 


аР-і =1(mod x) (29) 


aPtl ааа (тойд), (а ойун) (30) 


Ж, лір, лл, (о, л) = 1， 则 
аР-! =1(mod p) (31) 
证 明 首先 ， 若 2ac=c+dw5， 则 
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(p-1) 
ва? (o) = (e r dZ 5) =c 4 d'5 P= 


v 5 (mod p) 
但 由 欧 拉 羯 别 条 件 得 


р-1 
5 2 =( °) =1 (mod p) 


nose d'=d (mod р), AW 


=(2a)"=c+ dv 5 =2ad(mo р) (32) 
НҒ x р, кп 
2ar==2a (тойл) (33) 


因为 (2， x)= 1， (а, л) = 1, 所 以 在 (33) 中 约 去 2a 得 (29)， 
(32) 约 去 2 得 (31) ， 
ЖИ, жар2, W 


2ач=с- 44/5 = 20 => ача (той q) ` (34) 
2 a! =a = 2.002 ~ 542) (mod q) (35) 
这 就 证 明了 (30)。 把 (34) 的 右 式 两 边 q 乘 方 得 

aq є@*=а(тойа) =>oq2-1=1(mod q) (36) 


最 后 ，(36) 与 (29) 结 合 ， 且 中 (q) =q2 1, 18 (28), 

Жа= 2 时 ， 上 面 证 明 是 失败 的 ， 但 是 (28) 和 (30) 仍然 
是 成 立 的 . 车 a = e+ ѓо W Be, f 之 一 是 奇数 ， 则 Nia) = 
le? + ef 一 笠 | 是 奇数 。 亦 即 对 模 2 


аё е? + f ot еф fot =е+ (1+ о) =е+#(1- о) 


=e+fo= а =>a t= ао = е? + ef – #2 ==1, 
顺便 地 ， 在 这 里 用 其 他 方法 证 明 斐 波 那 契 (Fibonacci) 
数 的 一 个 有 趣 性 质 。 
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我 们 知道 ， 历 史上 斐 波 那 契 数列 


L l2 3 5 8, 13, 2l, (a) 
ETR AT KADEA PREKA. & 
х=ю= (1+ ),у=- 一 = (1- м5) (B) 


2+2 一 了 ?+2 


“5 


х*®+1 узі 
V5 
(Ү) 
ба) ПЯ а, = us = 1， 后 面 的 任 一 项 都 是 其 前 面 两 项 之 
Ai, Bp 


x 
Р, = unt2 = ., ©, = Unei = 


| Ungo = Шау + Ца (п = 1, 2, +) (8) 
事实 上 ， 因 为 x+1=X2， 了 +1=y 了 2， 用 (Y) 代 入 (5) 的 右边 | 
经 计算 即 得 左边 。 | 


类 似 地 ， 定 义 
v a= X"+ y" (=) 
易 得 . 
| Мака = Уак t V (n= 1, 2, +) 4% 
从 而 得 到 数列 | 
1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, <À) 


通常 称 (1) 为 纳 肯 斯 《Lucas ) 数列 。 

uo Va 有 如 下 的 简单 性 质 

1° (и, цад) = 1, (Vas Yayı) =1 

2° и. Жу. Ко 或 者 同 为 偶数 ， жна, 
Ya) = 1 或 者 (us，Yva) = 


. Ыз == G+ у= 1+ аа 所 以 Pn/Qn ЮЖ 8 o 的 


Жо ТЩ, Жа) ЕД, ЙЕНС) 表示 的 @o 渐 近 分 数 的 各 分 子 和 分 
L: a 
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8° 对 于 任意 rz， 都 有 uvlur。 

4° 若 (m，n) = 1, би,» U) =u. A, #0, n) 
=1， 则 (us，un) = 1, 

5° 若 (m，n) = 1, Mlu,u,lu,a, 


把 us. 看 作 ， | | 
ua = xy 
Euo у, 推广 到 n 为 一 切 整数 时 ， 则 
uo=0, Vo=0, u-a= —(xy) ° =(—-1)°71ц„, V-n = 
(—1)°у, (0) 
我 们 经 直接 计算 立即 得 到 ， | 
20а = О.У И.У (к;) 
у„®—Бби„5^=(—1)°4 (к;) 
Uat = Ua iUas =(—1)°7! (Ks) 
Vat = Маажа = ( — 1)"5 (к,) 


要 证 明 上 述 五 竹 质 。 首 先 ， 性 质 1 "可 由 (ks:) 和 k) 及 
(x:) 直 接 得 到 。 或 者 由 公式 (8) 和 (5) 的 一 再 重 现 而 得 到 的 。 
如 (Uo us) =(ш„, ш„+и„_,) = (ш, ц) = (изә 
Uant) = (Us, Uang) =*= (Ui ц,)=1, 

2° 可 由 (x;) 得 到 ， . 

8° 假设 对 于 r = 1, 2, =, k -1 为 真 。 则 由 (xk1)， 得 

2и. = ШУ сү 1 n F Шур упш» 
Жи, 是 奇数 ， 由 归纳 法 假设 

u, uca-is==>u,|2u,—>u,lu,), 若 u, 是 偶数 ， 则 由 
性 质 2* 知 v, 亦 为 偶数 ， ВВ ual ucria >22] Ucr за > 
21vex-ia， 所 以 


Чы = (Эта. 1 >.) + ос „(--+„)==>и,|а„, 
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这 就 证 明了 ， 对 一 切 自 然 数 r，3 "都 成 立 。 由 (6) 和 上 为 0 或 
负数 时 3 " 亦 成 立 。 

4° EMm, п) = d， 则 存在 r，sE 有 使 得 

rm+sn=d ‚ 
r, s 可 以 是 正 的 或 负 的 ， 并 由 (Ki ) 得 
2ud= Уз + UsaVrm (А) 

因此 ， 若 (us，u,) =h， 就 有 

hluas hl|u,=>h|u,;,, hlu,,==>h|2uj 
车 h 是 奇数 ， 则 hlusy 若 h 是 偶数 ， 则 ua 和 u, 都 是 偶数 H 
而 由 2" 和 3?" 知 ta，usa， Vrms Ves 都 是 偶数 ， 因此 我 们 可 以 
(л) 


и = uc( 二 ve ) + и.а Fv ) (和 7) 
与 前 面 一 样 可 得 hlus， 于 是 在 任何 情况 下 ，hjus。 由 3“ 知 


道 ， 
иа [чаз чаја, ==>, | (и u) ==udh, 
h=u= (uns и,) 
5° #(m, п)=1, H3° RIA 
u,lusa Ual Uma 
由 4" 得 (un，us) = 1， 所 以 
Чай] Чы, . 
H3° 8, (Хш = 4(и, DREMENE p 的 
情况 下 ，un 才 有 可 能 是 素数 ， 但 是 tu 不 一 定 都 是 素数 。 如 
uss= 53316291173 = 953 x 55945741 
定理 7。29 Е-ро озн уран Sk C3b 
且 这 些 数 目 是 无 限 的 )， 在 特殊 情况 
ир. =0(шоёр), #ребт+ 1; 
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ца+1®=0(тойа), ##q=5m+2. 

这 个 定理 可 以 用 上 面 的 知识 来 证 明 ( 人 参考 Hardy, 
Wright Ап Introduction To The Theovy of Num- 
bers» $ 10，14 定 理 180 ) ， 下 面 用 本 节 前 面 的 知识 来 证 明 ， 

证 明 因为 


n 
_ -о" _ o-o 


u |,=— = 


©—ф [5 
这 里 o= (l+ $), w= - 1 жой. 


#n=p(p=5m+1), WJH(31)48 
@""l=1(modp), @' 1=1(modp) 
=> u,_ i 5 =@""1 – 771 = 0) (тойр) 
=> u,_,=0(modp) 
#n=q(q=5m+2), W|H(30)48 
@%+ 1 == сука — 1, G 1 =% o=- 1(modq) 
=> tuaV 5 =0(modq) 
=> uda =0(modq) 
наанаа 
探讨 ， 他 证 明了 下 列 结论 ; 
Srno + 可 2", Вг, res гу, .747 
车 p = 4n + 3 为 素数 ， 它 所 对 应 的 默 森 里 数 
M=M,=2 -1 
34 rise0(modM) 时 ， M, 是 素数 ， 并 有 其 他 情况 是 合 Ж. 
即 M 为 素数 的 充 要 条 件 是 ，r。_ ,==0(modM,) 《这 里 不 证 ， 
可 参 才 HH。W 定 理 259 或 华 著 《 数论 导 引 》 第 十 六 褒 $16)， 
在 数论 中 要 判断 所 找 出 的 很 大 的 默 森 里 数 是 否 是 素数 一 
般 都 采用 这 种 方法 ，p 很 大 时 必须 借助 计算 机 来 计算 。 如 ， 
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Mazgi = 22281 一 1 是 一 个 687 位 的 素数 ， 要 判断 r,s。 是否 
被 M; ,整除 ， 就 必须 应 用 计算 机 ， 
第 五 节 еб 
本 节 将 证 明 自 然 对 数 的 底 e 和 圆周 率 r 都 是 超越 数 。 注 意 
本 节 的 整数 都 指 有 理 整 数 . 
定理 ?7，30 。 是 无 理 数 ， 
证 明 在 数学 分 析 里 知道 
1 1 1 _ 1 1 
elt +» +++ =1+үү*" тү 
1 1 1 
t {вт Í lt ara t (arara) t ~) 
пје= 1, + К, (37) 


TR )=2.alr3. a 
(т 2 )=з+ш+3+Ф еп 


_ 1 1 
+ + 1 是 整数 ， 而 R， ата» n+2 E2 +3) 
2. 当 n 之 2 时， 因为 e<3， 故 有 


1 1 1 
0<R< L(+ ++ )= т<! 


若 。 是 有 理 数 ， 设 e = 了 2， 则 当 n>b 时 ，(37) 的 左边 是 


整数 ， 而 右边 不 是 整数 ， 得 到 矛盾 ， 故 e 是 无 理 数 。 
为 了 证 明 = 是 无 理 数 ， 先 证 明 


引 理 ”车 a 是 一 个 正常 数 ， 则 当 n 趋向 无 穷 大 时 ,. ia 


向 于 0 

证 明 当 a>2a 时 ， 
ааа а .a „а 1\ 2-а +1) 
ni 1 2 26а2+1 2 ай7+2 2<м(5) 
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其 中 M &. 2 … 元 可 二 是 一 个 正常 数 。 容 易 看 出 ， 任 给 


>0， 当 充分 大 时 ，M (二 )”“”* <e, та <e 


п 

; а 
lim 一 -= 0 

п> П 


定理 7。31 ELAK. 
证 明 (1) 设 f(x) 是 任 一 2n 次 多 项 式 ， 我 们 先 证 明 


[7 teosinxdx= (F/G)sinx— F(x) cosx ] (38) 
其 中 F(x) = Ек) f(x) EO (z) + С) O 


(x)。 因 为 由 分 部 积分 法 ， 对 任 一 具有 一 次 及 二 次 的 连续 导 
数 的 函数 中 (zx) 来 说 。 


人 cosinxdx = (P (х)зїпх - Ф(х)созх ]° 
- |, Ф°*2(х)вїахдх (39) 
SHEWA 连续 使 用 (39) 至 n+ 1 次 ， 得 
| f(x)sinxdx = C {Ё (х) – Ё 2(х) +f Ix) 


+(—-1)°71{°%712(ху+&(—1)°{©9+12(х)у}51пх 
= (f(x) Р(х) + fE? (х) -eet (1) Ex} 


cosx Jn +(— Defa Ё 2"+2200х)біпхдх 


Вх) 200050, КЕС Oca) = ftc), 
由 上 式 即 得 (38) 。 
在 (38) 中 ， &л=т, 得 


所 fGx)siaxdz= FG + F(0) (40) 
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(її) 落 r 是 一 个 有 理 数 ， B= po 今 证 明 可 选取 适当 
的 f(x) 使 (40) 不 成 立 。 如 我 们 取 


f(x) = xa- bx)" (41) 
nl 
其 中 n 是 满足 条 件 
TOA <I (42) 


的 正 整 数 ， 由 引 理 知 ， 这 种 n 是 EE. 则 f(x) 有 下 列 性 
Ж: . 

1° ох), DOO, so 1007120) х= 0, 下 时 都 等 
F0; 

2° {'®(х), [©®%*10(х), e OOOO RERA £ 
项 式 ， 且 当 x = 0， 二 时 是 整数 . 

要 证 1"，、 首 先 我 们 由 (41) 可 以 看 出 f(x) 的 每 一 项 的 次 
220, WE G=0, 1, 56, n- 都 是 没有 常数 项 
的 多 项 式 。 故 fcP(00) =0. 又 因 f( 让-x) = (2-х) 


(bx)'/n1= x"Ca—bx)"/n1 = f(x), ви е(2-х) 


= ftin(x5, м2) = 0。 
要 证 2"， 观 察 x 的 n+ s 次 导数 ， 当 kn+s 时 ，x* 的 
n+s КФ 0; к2п +5, 52206, xt 的 n+s 次 导数 


Ж 
КОК 1) 06 Cn+s) + ух (43) 


由 于 Ci 是 整数 ， 故 (43) 的 系数 是 (n+ s) 1 的 倍数 ， 因 而 是 
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nl 的 倍数 。 AOUS) 是 整 系数 多 项 式 ， 于 是 
коой. Оо н (ех), воо) 
EER. 

由 1"，2" 立 刻 知道 (全 ) + F(0) 是 整数 。 另 一 方面 ， 
w0<x< = лаў, 


0<f(xz)sinx< 工 2 (44) 


故 由 (40)F(r) + F(0) 是 正 整 数 ， 即 F(x)+ FO. {НЩ 
(44) 及 (42) 
k f(x)sinxdx< Te 1 
0 п! 


3 58(40)59Е, W 7 不 能 是 有 理 数 ， 
定理 7， 32 。 EBRA. 
证 明 (1) 当 f(x) 是 任 一 n 次 多 项 式 时 ， 我 们 可 以 用 分 
部 积分 法 证 明 | 
F(b) = е®Е(0) -e [° f(x)e dx (45) 
其 中 Е 
Е(х) = # (х) +{/(X) + + f) I (46) 
事实 上 ， 由 分 部 积分 法 ,对 任 一 有 连续 导数 的 函数 中 (xy) 
来 说 ， 
|, P (хуе”*йх= — pcx]? + [о orae ax (47) 
今 对 多 项 式 f(x)， 继 续 应 用 (47)n + 1 次 后 ， 得 
IRB {(x)e "dx= — C (f(x) +f (x) + tx}e 0 


b саз -x 
+f *1)(x)e "dx 


322 


由 于 f(x) 是 n 次 多 项 式 ， 故 f'"+1?(x) = 0 ， 因 而 

|， fgxyerxdx= - (erw, = -eF( b)+ F0) 
故 (45) 得 证 。 

Gi 车 e 是 代数 数 ， 则 。 是 某 一 整 系数 多 项 式 


g(xX)=c,x”+ c, ХР +e, (К с„Зеб) 


的 根 ,由 (45) 得 


m m k 
Žo c, F(k)= F0) у eet- У crer 人 f(x)e “dx 
k=0 k=0 k=0 


=- 六 c ek í: Íf(x)e *dx (48) 
=0 
因此 只 须 证 明 选 取 适 当 的 {(xz) 之 后 ，(48) 不 成 立 就 可 以 了 。 
ай) 4 
f(x) = 


х?-1(х 2 1)°...(х _ т)? 


Түз 
КНР тад ЖЕ ИСО UNE PHS R, 
1° f(x), Ü (x), <, f P71 (x), эщ х=], 2, +, 
т}, WEFO, Ес 
| 2° f° (x), f“P*1) (ху, ө, {сса+1э?-зэ (хул. £ ҮЙ 
式 的 系数 都 是 整数 ， 并 且 可 以 被 p 整 除 。 
. ШАО В) 0х) (В = 1, 2,--,m) E)E (х), 6, 
r-i GO х -所 整除 ， 因而 f(x) 有 性 质 1"。. 、 
要 证 2"， 研 究 区 的 p + s 次 导数 ， 当 k<p+ sif, 其 导数 
Ж 0; Ер + s(s 之 0) 时 ， 其 导数 是 
КК-1). (6 (р+5) + 1)х®7©?+#2 
其 系数 是 (p+ s)! 的 倍数 ， 因 而 是 (p - 11 的 信 数 及 р 
数 。 这 就 证 明了 2"。 
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从 1" 及 2* 知 首 
FA), F2), +, F(m) 
都 是 整数 ， 并 且 部 是 p 的 信 数 ,而 
Б(0) = 00) + (0) + .+ £02 (0) + f° P712(0) + 
+ #22000) + tf t m+13P"7132600) 
RPAN- 1 项 都 是 0《 因为 f(x) 的 各 项 次 数 都 不 低 于 
p- 1) ，p+1 项 以 后 都 是 p 的 代数， 而 f"~!?(0) 是 
ар-р ей, Ш 
Е 9971200) = ((— 1)"m1) 
i ЕСО) = 0 - 1) т) (modp), 


3 сЕ(К)увас„Е(0)=((-1)°шт|)?с, (modp) - 


k=0 
{Нр;>ш, р>с,Ңр®җҖ==>р{((-1)°т|)°*с,, 
È «Е(Ожо(шойр) (49) 
FAREM, 当 p 充 分 大 时 ， О 
Ese osa] 0 


当 x 从 0 变 到 m 时 ，f(x) 的 每 一 个 因数 x ~h，h=0，1，.…， 
m 的 绝对 值 都 不 超过 m， 因 此 | 


КӨЕ турра" ', 0<x<m 


故 由 积分 性 质 得 ，: сысы, 
|}; f(x)e "dx 


<fi { -xd сло?! k _, Е 
Ех) [ет^ах -DI 08 dx 
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mt "n+1 2р1 
ЕГЕН 
Ф Ме |е, [6,1 leal, W 


т 


|5: c et [р {(х)ег^йх|< <> cre" f f(x)e"*dx 


m - m+1 )р- 
а mt +*1)p-1 т^ 1) 1 


m 
(5%) боюу = Ме (рї 


lim Meer “Ue 0 
D> о - 1)! 


жокк з, 由 (49)，(50) 知 (48) RRX, e 
是 超越 数 。 Е 
ЗАО ВЯ р е ЕНН, ЖЧ 
更 复杂 而 已 ， 为 了 证 明 r 是 超越 数 先 证 明 
ш ” 设 整 系数 多 项 式 
axta xT а= 0(а%0, m21) `. (51) 
的 根 是 @;，@,，…， Ons MA azs es a, RË 


Ois Os +з, Ons O; Oz, ©,+@з5, е, 2 


FOms s Or +O, + +O. (52) 
中 所 有 不 等 于 0 的 数 ， Mjaa, аа,, .., ac 的 每 一 "EAN 
对 称 多 项 式 是 整数 。 


证 明 (52) 中 共有 
Cir CIF Све зз 
个 数 ， 今 以 


Qis Озу +б, G apps Ө, 


@ош _, (53) 
RREN, Ща. = …= asm_ у= 0, W аа, + ‚ аа„) 
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Ж аа, +, аа, 的 任 一 整 系数 对 称 多 项 式 ， 则 由 对 称 多 项 
式 的 基本 定理 知 ， f(aal，…，aoan) 能 表 成 aal，…，aon 的 
初等 对 称 多 项 式 的 整 系数 多 项 式 Haan eo aa, 的 初等 
HERFRA р Даш, +, ag, ашу, +, aaya RIE 
对 称 多 项 式 ， 因 而 是 ao，ao:，…，aown 的 对 称 多 项 式 。 
故 {(aa:，…，aau) 能 表 成 
= > аф, с. = У) (aoi)(aoi)，… Oa = (а®1) 
i is; 
(ао) ЕКЕШ, (Но, = -а,, о,=аа,, + 
Съ = (— 1) "а" lian 都 是 整数 ， 故 {(aac:，…，aan) 是 整数 。. 
定理 7， 33 x 是 超越 数 。 
证 明 (1) 若是 代数 数 ， 唱 存 在 dd mp， d. ЄВ, 
d,= 0 使 得 
dx" кл" Ti+ ee 0 =0 
两 边 同 乘 以 i “得 
{d Gm) ~, Ga) 2)}+ifai(ir)a 1 
-ds(ir)” 8:6) =0 
Вр 
tda Ga) – da (Gn) 2)2+({fdi(ir)m 1 
-ds(ir)” T8 + e} = 0 
因为 4。* 寺 0， 故 上 式 左边 是 ix 的 2ш 次 整 系数 多 项 式 ， 因 而 
ir 是 一 个 代数 数 ， ааа 


ax” +а, x" 1 +. +а„, a>0 
其 根 为 @1 = іл, ф,, +, Ons H-+Tl+eor=l+eix=0, $ 


(1+ eor) (1+ e02) (1 + соз) = 0 
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左边 展开 即 得 


п 
C+ Det=0, C>0 (54) 
k=1 ` 


其 中 oa，as，…，oan 即 为 引 理 所 定 义 的 各 数 ， 而 C- 1 是 
(52) 中 等 于 0 的 数 的 个 数 。 

Gi) 设 {(x) 是 任 一 1 次 多 项 式 ， 由 于 e "及 f(x) 在 整个 
复数 平面 上 解析 ， 故 (45) 式 对 а(К=1, 2, =, п) 仍然 成 
立 。 即 

F(a,) = ешЕ(0)- еш fat {f(x)e “dx 


其 中 F(x) = f(x) +Ü (x) + ee fD), 积分 路 线 可 取 0 到 
cx 的 直线 ， 由 (54) 即 得 | 


CF(O +F(a,) ++ + F(a) = ~ Tert farois 
k=1 | 
(55) 
现在 只 要 证 明 经 过 适当 选择 {(x) 之 后 ， болат. 
Gi) < 2,95} 


f(x) = 


бах)" бах - аа) (ax 一 aqa) s: i (ax 


(р- рї 
–аа,)}? 
ҖОР p>max(a, С, |а'аџаз--о,|), 由 引 理 知 (pr D1 
f(x) 是 ax 的 整 系数 多 项 式 ， 与 定理 7 。 3 的 证 明 一 样 ， 可 证 
f(x) 具 有 下 列 性 质 ， 
09 0х), Р (х), en [e7 ох) = оу, ç з, сө 
Qs 时 都 等 于 0 3 | 
2° f(x), ftP+1 (x), . , tesis oo йк 
的 整 系数 多 项 式 ， нана. | 
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由 1° 得 

F(a) = {Ою (0) + ferai (с) += +f“ t(n+1)pP"”1 (о) 
由 2"，F(ox) 可 以 写成 aax 的 整 系数 多 项 式 ， 并 且 系 数 都 是 p 
的 倍数 ， 即 


np-1 
F(a) =p У biaa)! 
t= 0 
ар-1 
КА Fa Еа + = ‘+F(la)=p >; b (= aat) 
t=0 : 


由 引 理 知 > (ас,)'(%Ч=0, 1, ++, np- 1) 都 是 整数 。 故 


э k=1 ` 
y: F (a4) 是 整数 ， 且 
k=1 
` п | 

у F(a,)=0(mod p) 

167 k=1 

„ОДЕ Те 32 的 证 明 ; БЙР Я) Fm aA 
(ва, * аа, ag, ) (modp), W БОА 
a, OEO + F(a) + +t Са.) = Са? — 1)°аа@, + aas 

аа a? PCmodp) 但 p>max(a, С ‚ |а@, • aq, aq D Hg 
ik 2ї 


` (b; в) = (р, С) = (р, aa, vacseaan)=1 17° 
` cmap Ea – 1)*аа; + aq, an.) | 
=> СЕ(0) + Е(@,) +++ + Е(а„)геббтобр) ` '`(56) 
另 一 方面 ， 设 M = max(|a,|, |9,|, s, la, HJ 

当 ixzl<M 时 ， ым 
“ а (п+])р- 1 M°7 1 M 
oodal E Мем)" 


‚ le |<|е' | «ем 
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29Pa C "+1 )P-1 M: +1 Jb, M 


SD 
因 积 分 路 线 的 长 是 |a;1<M。 由 此 得 ) 
M: 2419P 


| < aje. ~x 
[之 e f(x)e *dx (GT 


由 定理 7， 31 前 面 的 引 理 知道 ， 当 p 一 co 时 ， хашт 0, 
即 当 p 充 分 大 时 


xY: |: IN f(x)e "dx 


IB (56), (57) 知 (55) 不 成 立 ， 故 x 是 超越 数 , 
о Ж Vt 是 超越 数 

` 证明” 车 元 是 代数 数 ， 由 于 代数 数 : РТУ 
是 代数 数 ， Шу тм т = 工 是 代数 数 ， 这 与 定理 7 ° 33 了 矛盾 ， 
| 至 此 ， 我 们 解决 了 “化 贺 为 方 ”问题 是 属于 规 尺 作 图 不 
能 问题 。 关于 “ 规 尺 作 图 问题 ”我 们 把 它 作为 本 章 的 附录 ， 
供 读者 参考 ， к 

在 1900 年 希 尔 伯 特 (Hilbert ) 兽 提出 下 面 的 问题 ， 当 
В 是 代数 数 而 不 是 有 理 数 ，a 是 代数 数 而 不 等 二 0 51 时 ， 
а 是 否 一 定 是 超越 数 这 样 一 个 问题 。 他 当时 认 为 这 个 问题 
比 费 马 问 题 还 要 困难 。 但 在 1934 年 普尔 5 К ( T'emsboxt ) 
与 史 责 得 (Schneider) 互 相 独立 地 证 明了 oP 的 超越 性 . 由 
此 推 得 o = (一 1) ”i 是 超越 数 。 O 

根据 现代 的 知识 ,除了 上 述 结果 之 外 ,我 们 还 可 以 证 明 ， 
ln3 
122 


是 超越 数 。 但 是 我 们 还 不 知道 # o°, a", a° RIK it 9 K 


Ф- 
e ` 


fo f(x)e "d< 


<С2°?а“" +197 lpez2M_ 


<1 ` 1 (8) 


sin1, 1а?, 
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n>% 


1 
Y[Y= lim (1. = +A In n) ] 之 中 那些 是 超越 数 ， 
甚至 不 知道 Y 是 不 是 无 理 数 。 | 
2] 题 

1. WE = C 1， 10, 102:, e1071, … 是 ， 一 个 超越 数 。 

2。 若 a 是 一 个 代数 数 ， 则 必 有 一 个 自然 数 g， 使 aeq 是 代数 整数 。 

3。 若 在 n 次 代数 数 域 KCE) 中 定义 ，09，9- 'єк@› нары 
. 教 ， 则 称 9 为 单位 ， 

证 明 ，8 为 单位 的 充 要 条 件 是 ， 6 是 一 个 首 项 系数 为 1， ж 系数 
为 土 1 的 多 项 式 的 根 。 

4。 证 明 ， 任 一 高 斯 整数 w+ bi, a, b€ R, 都 是 二 次 整数 жн 
ni ,全 体高 斯 整 效 的 集合 R ki 是 一 个 数 环 。 车 有 理 整 数 为 系数 . 的 多 项 
式 是 | " 
| | t= Ка, B, * Y), а, B, `. YERCI йё 亦 是 高 其 

5. ar- са ste- 1+iv 3), MJ 


1° PP 是 二 次 整数? 
“datbp=a-b-bps, a+bpz=a-b-bp， а, ER © 
: 3° RC5PD 是 一 切 形 如 at+bP (ka + bp?)a， b€ R 的 复数 
срд каве, 它 与 RE 一 3 一 致 。 
4° #Ë=a+bp, ШМ) = | (a +bp)(a +bp2) l p ， 
5° КСРО, +1, +P, +P3, 
А 6° ERa, ВЄЕ СРЈ, В=0, FED, 9 TERCEIRA ` 
— a=BS+Y, NOD<N 
7° 入 = 1 一 p 是 一 个 素数 ， ЗААН, 
8° 凡 具 有 形式 3n + 1 的 素数 P， 都 可 以 表 成 a2 -ab+b3 形 的 数 。 
9° RCP 的 素数 是 ， 


(i) 1~P 和 它 的 相伴 数 ， 

Cii) 3n+2 形 的 有 理 素 数 和 它 的 相伴 数 ， 

Gii) ”3n+1 形 有 理 素数 的 因数 a + bp, 

10° 用 和 为 模 对 RCP2 进 行 分 类 有 且 只 有 三 类 { -1}，140}, {1}。. 

6。 若 有 理 整 数 N >1 不 含 另 一 有 理 整数 n 之 1 的 血 次 每 的 因数 ， ДИ 
mm 机 是 无 理 数 。 | 

7。 兰 xo 是 有 理 整 数 为 系数 的 方程 | 

хе Ф суха l+... + Co. 1х + Cn ZO I O 

的 实 根 ， 则 xe 是 有 理 整 数 或 无 理 数 。 | 
“8。 王 明 ，x= 2+ 了 是 无理 数 。 
“… 9。 证 明 ，1g2 是 无 理 数 ， 更 一 般 地 1ogsm 是 无 再 数 ， 其 中 mn， 
ЄК, п> 0 Нтъжпі (1-0, +1, +2, <+), : 

106。 对 任 一 不 等 于 0 竟 有 理 数 Y，e’ 是 无 理 数 。 . 

11。72 是 无 理 数 。 

12。sin1 是 无 理 数 。 


13. 88723 las ARAM, 


4 


14， 用 盖 尔 汉 德 方法 的 结果 证 明 ， pataa, 
15。 著 p 是 形 如 4n+ зж, НЕКЕЙ ` 


М= Mp= 29-1 ©, 
当 M 是 素数 时 ， 必 有 
re-les0(modM) | (1) 
其 中 tpais оосо +475). _ 
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附录 下， 规 尺 作 图 问题 


用 圆规 和 无 刻度 的 直 尺 (下 简称 规 尺 ) 来 三 等 分 任意 
角 、 化 圆 为 方 、 求 体积 为 2 的 立方 体 边 长 ， 这 些 著名 的 规 尺 
作 图 问题 的 不 可 能 性 ， 是 前 人 早已 证 明了 的 。 可 是 ， 目 前 还 
有 不 少 同志 误 认为 这 是 历史 上 遗留 的 难题 ， 而 浪费 时 间 去 
“解决 ” 它 ， 这 必然 是 徒劳 无 功 的 。 下 面谈 四 个 问题 ， 

一 、 什 么 是 规 尺 作 图 问题 ? 

几何 的 作 图 题 实 际 是 具有 某 些 条 件 的 几何 图 形 存在 定理 
的 一 种 变态 。 存 在 定理 是 断言 这 个 几何 图 形 是 存在 的 ， 而 作 
图 题 虽 则 是 证 明 它 确实 存在 的 一 种 方法 ， 但 它 并 不 是 唯一 的 
方法 。 例 如 ， 任 意 角 的 三 等 分 线 是 存在 的 ， 但 不 能 用 规 尺 作 
图 来 求 得 。 | 

在 初等 几何 中 ， 所 谓 作 图 题 ， 只 允许 用 圆规 和 无 刻度 的 
直 尺 根据 作 图 公法 ， 经 过 有 限 步骤 作出 所 要 求 的 几何 图 形 。 
某 些 由 直线 和 圆 弧 所 围 成 的 几何 图 形 。 尽 管 客观 上 是 存在 
的 ， 但 却 不 能 按照 九 何 作 图 题 的 要 求 来 作出 ， 这 样 的 问题 就 
是 所 谓 规 尺 作 图 不 能 问题 ， 或 简称 必 图 不 能 问题 ，“ 三 等 分 
任意 角 ”、“ 方 加 问题 ”、“ 倍 立方 问题 ”都 是 著 铭 的 作 图 
不 能 问题 。 遗 憾 的 是 ， 至 今 还 有 人 不 了 解 几何 作 图 的 意义 ，: 
浪费 时 间 去 钻 “ 三 等 分 任意 角 ” 的 牛角 尖 ， 有 时 用 “制图 ” 
代 赴 作 图 ， 还 以 为 自己 的 郴 法 是 一 个 “突破 ”， “制图 ”与 
“ 作 图 ”不 同 的 地 方 ， 表 现在 ， 

1” “制图 ”是 根据 实际 问题 的 需要 ， 只 要 求 作 出 误差 
甚 小 的 ， 近 似 的 几何 图 形 ， 而 “ 作 图 ” 则 要 求 从 理论 上 可 以 
画 出 十 分 精确 的 ， 毫 无 误差 的 几何 图 形 。 

2° “ 作 图 ”只 允许 有 限 次 地 使 用 规 尽 ， 根 据 几 何 作 图 
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的 公法 来 画 出 所 要 求 的 几何 图 形 ， 而 “制图 ”对 工具 不 加 限 
制 ， 即 允许 用 规 尺 之 外 的 其 他 工具 ， 如 丁字 尺 、 三 角 板 和 量 
角 器 等 等 ， 且 它们 的 用 法 不 受 几何 作 图 公法 的 限制 。 

例如 ， 过 任 一 直角 三 角形 АВС ( 如 图 1 ) 的 顶点 A E 
BC 的 平行 线 1， 用 圆规 在 直 尺 上 ， 截 取 DE = 2AB， 移 动 直 
尺 使 尺 边 通过 B 点 ， 并 且 使 D 点 落 在 AC 上 ，E 点 落 在 1 上 ， 
则 直线 BDE 就 是 ABC 的 三 等 分 线 之 一 。 其 证 明 十 分 简单 
( 读者 可 按 图 1 中 的 “标号 ” 来 完 成 ? 。 > 


ха, 在 图 2 中 作 人 ABC 的 平分 名 BD тестов 
平分 线 BD,， 作 人 人 D ,BD3 833 8 BD y ча: ME AD,- 


B i D.-, 的 平方 线 D。 AREO. ку 
КЕ Т 
СУМ 
Ж 
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ЖЕЙДЕ, Эйп->сор], СВО, 1 ZCBA WE E, 
ZCBD;= ZCBD, + ZD,BD, + ZD,BD, ++ 
+20. аВ. Б 
-{ОВА( gr tgrt gt +1 ). . 


_ (2m=n) 
` lim ¿CBD,= 1 1 ZCBA, 


°° п-> со 


п ki CBD, = вру, 所 以 实际 上 与 n 为 
奇数 或 偶数 是 无 关 紧要 的 。 

这 种 作法 显然 仅 是 一 种 近似 的 作 图 方法 ， 因 为 它 要 求 无 
限 多 次 地 使 用 规 尺 来 作 图 ， 这 是 不 多 许 的 。 前 一 例子 同样 不 
是 规 尺 作 图 的 方法 ，“ 移 动 ” 就 没有 作 图 公法 为 依据 。 

综 上 所 述 ， 可 能 产生 两 种 情况 : 其 一 ， 用 规 尺 能 够 作出 
理论 上 存在 的 几何 图 形 ， 其 二 ， 用 规 尺 不 能 作出 这 梯 的 图 
形 ,i 后 一 种 即 所 谓 作 图 不 能 问题 ， 

“三 、 证 明 作 图 不 能 问题 的 途径 j 

ЖИНЕЛ ЗЕЙНЕ, KEE ЖЕНЕ ARAR. Iz 
似 变换 、 反 演变 换 等 ) 来 作 图 。 都 是 属于 纯 几 何 的 方法 。 要 
用 纯 几 何 的 方法 来 证 明 作 图 不 能 问题 ， 那 是 难以 实现 的 。 此 
外 还 有 一 种 叫做 代数 法 的 ， 都 有 它 的 独到 优点 。 因 为 任 一 几 
何 作 图 题 ， 都 不 外 平 经 过 有 限 次 的 画 直 线 CABO {ЕЩ CN 
З) 或 求 它们 的 交点 的 过 程 来 达到 ， 因 此 都 可 以 用 纯 代数 的 
方法 来 求解 ,也 就 是 可 化 为 菜 代数 方程 {(X) = 0 ЖИ, ЭЁ 
判别 其 根 是 否 可 作 图 的 问题 。 自 从 迎 罗 华 《Galois，1811 一 
1832) 理论 产生 之 后 ， 已 经 得 到 了 规 尺 作 图 问题 的 “能 ”与 
“不 能 ”的 一 般 判 别 法。 
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例如 ， 著 名 的 “ 储 立 方 ” 问 题 ， 就 是 求 xs- 2= 0 的 正 
实 根 2 在 数 轴 上 的 对 应 点 ，“ 化 圆 为 方 ” 问题 ЖЖЖ 
x? m= 0 的 正 实 根 л 在 数 轴 上 的 对 应 点 等 等 。 以 2 和 
V x 都 是 不 能 用 规 尺 作 图 的 代数 量 ， 在 定理 33 系 中 已 知 ， 
V 是 超越 数 , 所 以 不 是 规 尺 能 作 图 所 能 画 出 它 在 数 轴 Е А0 
对 应 点 的 ， 所 以 “化 艾 为 方 ” 是 规 尺 作 图 不 能 问题 。 这 个 问 
题 早 在 1882 年 林 德 曼 已 经 证 明了 , 它 登 载 在 1882 年 的 *Math.， 
Ann.”( 数 学 年 报 ) 里 。&f 为 什么 不 能 作 图 ， 将 在 下 文 里 
一般 地 说 ， 用 代数 法 解 作 图 题 ， 所 列 方程 的 系数 都 应 该 
是 可 作 图 的 代数 量 ( 如 ， 给 定 的 线段 长 ， 圆 缴 长 ， 定 角 的 大 
小 ， 有 理 数 ， 或 有 理 经 有 限 次 的 加 、 减 、 乘 、 除 (0 不 作 除 
数 ) 的 结果 ， 以 及 有 理 数 的 平方 根 等 等 ) ， 从 而 研究 该 方程 
的 根 是 否 仍 为 可 作 图 的 代数 量 。 就 是 该 根 是 否 可 由 有 限 次 地 
用 画 直 线 和 圆 ， 以 及 求 二 直线 或 一 直线 和 一 圆 或 两 圆 的 交点 
等 方法 ， 来 画 出 题目 所 要 求 的 几何 图 形 ， 
要 求 二 直线 的 交点 ， 就 是 解 下列 方 程 组 ， 
a,x+b;y+c,=0 
КИЕ (1) 
经 过 消 元 。 实 质 就 是 解 x 或 7 的 一 次 方程 , 由 于 ( 1 ) 的 系数 是 
可 作 图 的 ， 解 之 所 得 的 根 〈 两 直线 的 交点 ) 也 是 可 作 图 的 。. 
因为 它 是 可 作 图 的 代数 量 的 有 限 次 О п. R R RUA 
E 
求 直 线 和 圆 的 交点 ， 即 解 下 列 方程 组 ， 
| ax+by+c=0 


(x-a)? +(y—B)2 =p? (2) 
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求 两 圆 的 交点 ， 即 解 下 列 方程 组 ， 
(х-@,)%*+(у-В,)%=р,* 
(l (х-а,)2+(у-В,)=р,* 
( 2 ) 或 ( 3 ) 经 过 消 元 都 是 解 一 些 x 或 7 的 二 次 方程 H 
于 ( 2 ) 或 ( 3 ) 的 交点 是 可 作 图 的 ， 所 以 这 些 二 次 方程 的 根 
(C 实 根 或 复 根 〉 是 可 作 图 的 。 这 些 实 根 或 复 根 的 实 部 和 起 
部 ， 都 是 可 作 图 量 的 有 限 次 加 、 减 、 乘 、 除 的 结果 。 | 
综合 上 述 ， 我 们 证 明了 ， 可 作 图 的 代数 量 只 能 由 一 次 或 
二 次 方程 的 解 得 出 。 反 之 ， 一 个 可 作 图 的 代数 量 为 系数 的 一 
次 或 二 次 方程 的 根 ， 都 是 可 作 图 的 代数 量 。 事 实 上 ， 这 些 方 
程 的 根 不 过 是 它 的 系数 ( 几 个 复数 ) 经 有 限 次 的 加 、 减 、 
溢 、 除 和 开平 方 运算 的 结果 。 首先 看 复数 的 加 、 减 。 设 zi = 
а, Z:=8,+b,i, JH 
| Zi£Z;,=(a, ta,)+(b,+b,)i 
За, 上 as 和 b， +b :是 可 作 图 的 ， 所 以 zi +z EEN. 
| 其 次 ， 再 看 复数 的 乘 、 除 法 ， 这 时 可 用 复数 的 三 Ж Жл 
Җа ж 


Zi = г|(со5@ + isin0,), 23 = г,(соѕ, + isin0;) 


(3) 


则 
Ziz2=Tirz[cos(g +0,)+ isin(0, + 0,)) 


Zi 
2 


代数 量 rirs, т, 0,+0,, 0-0, 以 及 соз (91+ 9 
соѕ(0, -0:)，sin(0 +02), ѕіп(0, -0:) ЖЭИЕ, Ж 
以 zzz 和 2 也 是 可 作 图 的 。 

最 后 ，z = г(соѕ0 + isinb) 的 平方 根 


= ! Ccos(0,-0; )+181п(0,+0,) 2 (2,4 0): 
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zÈ = (cost. + іа.) 

Vr СЗ ОЕКАЦАБАИ ЛЕ. ЖЕНГЕ 
图 的 , 故 z 支 可 作 图 ， 

上 面 的 讨论 ， 已 经 证 明了 

定理 1 一 个 代数 量 能 用 规 尺 作 图 的 充分 且 必 要 条 件 
是 ， 这 个 代数 量 仅 能 是 一 些 可 作 图 代数 量 为 系数 的 ， 次 数 不 
高 于 二 的 方程 的 求解 的 结果 ( 根 ) 。 . 

这 个 定理 的 意义 是 ， 一 个 可 作 图 的 代数 量 a， 一 定 是 
另 一 些 可 作 图 代数 量 a，b，c，.… 为 系数 的 一 次 或 二 次 方程 
<, ах? +bx+c=0) ША, W a, b, с, … 又 是 另 一 些 
可 作 图 的 代数 量 a ，b’，c’，… 为 系数 的 一 次 或 二 次 方程 的 
根 ( 如 ，a 是 ax2+b'x+c'= 0 的 根 等 等 ) 。 WER, о 
ВЕ аа B ТА T АГЕ ВЕ BJ ЕШ ЖОЙ. 
因此 定理 1 指出 了 ， 
“定理 1 代数 方程 {(x)= 0 的 根 可 作 图 的 充 要 条 件 是 ， 
方程 f(x) = 0 可 还 原 成 一 串 次 数 不 高 于 二 的 方程 ， 

Б, 0х) = xt 2х2 1 的 一 个 实 根 u= if 
实际 上 是 以 二 次 方程 7 -27 -1= 0 的 一 个 实 根 a=1+w 2 
为 系数 的 二 次 方程 x? = l+. 2 的 正 根 x=w1i+w2. 也 就 
是 把 方程 f(x)= 0 还 原 成 一 串 方程 y? -2y- 1.= 0 х2 = 
у, EPY = 1+ w 2 是 前 一 个 方程 的 根 。 因 此 ， 要 作出 
长 的 线段 ， 先 作出 长 为 7 1 的 线段 ， 次 作出 1:a=as(l+ 
V 2 ) 中 的 长 为 的 线段 ， 

кыза вяне важанищия 
一 串 次 数 不 高 于 二 的 方程 ? 另 一 方面 这 一 串 方 程 的 系数 是 属 
于 不 同 的 数 域 里 ， 这 些 数 域 的 构造 怎样 ? 如 何 构造 ? 这 与 本 
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章 的 代数 数 域 有 关 。 这 些 内 容 都 是 我 们 下 面 要 着 手 解 决 的 问 
题 。 

三 、 规 尺 作 图 能 不 能 的 判别 法 

解决 规 尺 作 图 能 不 能 问题 的 一 般 判别 法 应 归功 于 青年 数 
学 家 迎 罗 华 。 如 果 用 GEF(p) 玫 示 模 p 的 剩余 类 (0》，{1)》 
{p 一 1) 的 集合， 按照 类 的 加 、 乘 运算 ， 它 是 一 个 域 。 在 这 
样 的 域 上 的 方程 可 以 没有 解 ， 如 ，x? -x-1=0 在 GF(3) 
上 没有 解 . 迦 罗 华 简单 地 假定 它 有 一 个 解 存 在 ， 把 j“ 梁 
加 ”于 GF(3)， 得 到 一 个 扩 域 GF(3，j), 方程 x? -~x~1=0 
在 GF(3，j) 中 有 解 。 这 个 思想 被 柯 西 (Cauchy ) 称 为 迎 罗 
华 思 想 。 这 个 思想 发 展 成 迦 罗 华 域 的 理论 。 事 实 上 ， 当 时 迎 
罗 华 提出 这 个 问题 在 逻辑 推理 上 是 很 不 满意 的 ， 以 后 由 柯 西 
给 出 满意 的 结论 ， 建 立 了 代数 扩张 (algebraic extension), 
有 限 扩 张 (finite extension) 的 理论 ， 把 这 些 成 就 归功 于 
WP., My? -27-1= 0 在 有 理 数 域 上 无 解 ， 若 把 v 了 添 
加 于 有 理 数 域 K ,得 到 包含 一 切 形 如 a + bw (а, ЪЄК ) 的 
集合 KK(v 2 ) ， 对 通常 实数 的 加 、 乘 运算 是 一 个 域 ， 即 正文 
中 的 一 个 二 次 代数 数 域 。 在 K(w 2) 中 该 方程 有 解 1 + v 了。 

GEF(3，j) 是 一 切 形 如 a(j)=ao +alj (ao=0,，1，2， 
ai=0，1，2 ) 元 素 的 集合 。 这些 元 素 是 把 以 GF(3) HER 
为 系数 的 x 的 任意 次 数 的 多 项 式 {(xz)， 用 mm(x)=xz-x- 1 
除 之 ， 得 I 

Í(x)=g(xz)Xx2-x-1)+r(xz), r(x)=a+ax 
令 x=j 得 f(j)=r(j)。 

也 就 是 与 求 剩余 类 一 样 地 ， 把 GF(3) 上 x 的 多 项 式 环 
GF(3)Cx] = GFC3，x] 的 元 素 用 m(x) = x° — x — 1 为 模 来 进 
行 分 类 , 这 些 类 的 集合 论 作 GF(3,x) 或 GF[3，xJ/{m(x))， 


938 


取 x=j 时， 就 是 添加 j 于 GF(3) 所 得 到 的 代数 扩张 ， 它 与 
GF(3，X) 同 构 (一 样 的 ) 。 | 

把 迎 罗 域 GF(p，x) 的 基 域 GF(p) 换 为 任意 域 (或 有 理 
数 域 ， 或 实数 域 ) P， 就 引入 了 代数 扩张 的 概念 。 代数 扩张 
指 的 是 ， 添 加 P 上 了 既 约 多 项 式 m(x) 的 根 a PP, 所 得 到 的 扩 
域 P(a)， 它 与 P 上 多 项 式 环 P ( x J 的 元 素 用 m(x) 为 模 进 行 
分 类 ， 所 得 的 域 PCx]/{m(x)} 同 构 。 

如 果 Q 是 域 P 的 扩 域 ， 并 且 在 Q 中 存在 u,, Us, y us 
关于 P 了 线性 无 关 ， 任 一 u EQ, ukku, uz, y Un 的 线性 
HE, ЭХЕШ ОШ Рт IRD K, ча, ш, се, и, Ж. 
为 @ 关 于 了 的 基底 ， 人 简称 基底 。 下 面 将 证 明 一 切 代 数 扩 张 都 
是 有 限 扩 张 。 这 些 概念 都 复 源 于 迎 罗 华 思 想 ， 

例如 ， 设 入 《下面 都 用 人 入 代替 正文 中 的 K ) 是 有 理 数 
域 ， 添 加 多 项 式 x° - 2 的 根 2 于 人 入， 得 到 一 个 代数 扩张 
АСУ? )={а+Ь/ 2]|а, b€ A), Ж AG 2) ETU W 4 
一 般 实数 的 加 、 减 、 乘 、 除 《0 不 作 除 数 ) 运算 ， 所 以 它 是 
从 的 扩 域 。 且 它 的 任 一 数 都 是 1，w 2 的 线性 组 合 ， 所 以 和信 
(V 2) 是 有 理 数 域 人 上 的 二 次 有 限 扩 张 ， 一 般 地 ， 任 一 二 次 
代数 数 域 ， 都 是 人 上 二 次 有 限 扩 张 。 Ес 

因为 有 理 数 域 人 上 任意 次 数 的 既 约 多 项 式 都 存在 , 设 a 
是 人 上 m(m 之 1) 次 既 约 多 项 式 的 根 ， 添 加 4 于 入 得 到 的 代数 
扩张 人 (a) 是 人 的 m 次 有 限 扩 张 。 用 C Q;: 人 入 ) 表示 Q 关于 人 
的 次 数 《 degree), И, СЛО): Д) =2 (A 人 (a) 
:人 ) = ша, 

1 。 有 限 扩张 的 构造 。 

定理 2 设 Q 是 域 人 的 二 次 有 限 扩张 ， 则 8 是 由 添加 一 
个 人 上 的 二 次 既 约 多 项 式 的 根 而 得 到 的 。 
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如 果 Q@ 是 人 上 的 n 次 有 限 扩 张 ， 则 QQ 是 入 上 的 n 维 线性 空 
间 。Q 关 于 人 入 的 基底 就 是 该 线性 空间 的 基 席 ， 要 证 明定 理 
2 ， 用 到 线性 空间 的 下 列 诸 性 质 。 

1” #(Q:A)=n, ШО ШЕРДИ ЖШШЕ ++ 
数 s 不 能 大 于 n。 

2° 若 (Q: 人 和信)=n， 则 QQ 里 任 一 组 线性 无 关 的 n 个 元 素 ， 
都 是 Q 的 一 个 基底 ， 

3 QQ 关于 人 的 次 数 ， 不 随 基 底 的 选择 而 变化 。 

4. 若 Q:A=a， 则 任 一 cEQ 都 是 上 次 数 不 高 于 na 的 
SARON. | 

ЧЕ 2а-0, Wa - ов Ж 030, «0, Г 
а%=1, а! =а, а, е, а" ЖО п+1 НОНЕ 
性 相关 ， 即 存在 人 的 不 全 为 夫 的 元 素 a ац, а, е, an 使 
得 

-© R tao +a,q2+ ++а„а = 0 
也 就 是 a 是 
f(x)=a ti 

的 一 个 根 。 

定理 2 的 证 明 HAAN: Д) = 2, 所 以 Q 中 必 合 有 不 属 
于 入 的 元 素 ， 设 a€ 9， «64; и 知道 a 是 人 上 一 次 
B£ NQ 

a,x2+a,x+ao(a,ae0) (4) 

的 一 个 根 . 否则， 如 果 а, =0, ЖЖ а= -aE 和信， 这 与 
@Є А Ж); 如 果 asx?+alxt+ao=(bixt+c1) (bsx+c;) 


(bis bzs с, S; € A), Ж Жа=- 让 Ва = - жт 
1 2 
和信， 亦 与 a€ ЛИ ЕЛИ. 
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今 证 明 1 a 是 中 的 一 个 基底 。1，% 线性 无 关 是 显然 

的 。 由 性 质 1" 知 道 ， 任 给 BE 都 有 8， 1, a 线性 相关 ， 即 存 
Eb: #е0, bis b, € A, 使 得 

b, -a= Ре = со +, 


b:B+bia+bo=0, 或 B= ~ b; 


фс, с. € 入. 这 就 是 说 ,Q 的 任 一 元 素 都 可 以 天 成 cia + с, 
的 形式 ， 其 中 ci:，coE 和 人 A。 即 2 是 添加 ( 4 ) 的 根 a 于 人 所 得 
到 揭 代 数 扩张 人 (ua) = Q 

系 ”车 添加 域 人 上 的 n(n>1) 次 既 约 多 项 式 p(x) 的 一 个 
根 a 于 入， 所 得 到 的 代数 扩张 为 人 (a)， 则 入 (a) 是 人 上 一 个 
次 数 为 n 的 有 限 扩张 。 

“征明 设 x 是 A 上 an 次 既 约 多 项 式 p(x) 的 根 ， 则 1，a， 

Qa:，…，Q” ! 是 人 人 (a) 的 一 个 基底 ， 

首先 证 明 ， l, a, e, REER. 否则 ， 存在 不 全 
为 零 的 元 素 bo， bis МА banio 使 得 | 

hbh(a)=bo+bia+…+b。 уа"! = 0 

以 h(x) 除 p(x) 得 

p(x)=h(x)qi(x)+ri(x)，ari(x)<a-1 (5) 
其 中 srt(x) 表 示 ri(x) 的 次 数 ， 若 r,(x) = 0， 则 h(x)1f(x)， 
这 与 人 Kx) 是 斌 约 的 假设 矛盾 ， 故 г.(х) е0, 45 ха, RA 
(5 ) 得 r,(a) =0。 再 用 r,(x) 除 p(x) 得 

p(x)=r,(x)q;(x)+r,(x), ər,(x)<n-2 
重复 上 面 的 讨论 ， 可 得 | 

pla)= h(a)=r(a)=r(0)= .=r,(0)=0 
其 中 ap (x) >h (x) Dər, (x) >ar, (x) > >ar, (x) =1, 这 
就 得 到 了 а 是 人 A 上 一 次 多 项 式 的 根 ,aoEA, 即 (х—@)|р(х) 
这 与 p(x) 不 可 约 的 假设 矛盾 。 所 以 当 h(a) = 0 时 ， 只 能 是 
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Ба =, ==, :=0。 

其 次 ， 任 一 BE 人 (a)， 则 根据 代数 扩张 元 素 的 构造 
B=bo+biat++baa"=g(a), Є, b.=0. 
#'m<n, 则 B 是 1，a，…，a"” : 的 线性 组 合 ; Eman, 则 

用 p(x) 除 g(x)， 得 
g(x) = р(х)д(х) + r(x), ər(x)<n-1 
g(a) =р(о)а(а) +r(a) =г(а) ú 
亦 即 B = ro) 是 1，a，…，a"! 的 线性 组 合 。 这 就 证 明了 1， 
а, ну а Ла) К, Л Са) 是 人 的 n 次 有 限 
扩张 。 | I 
由 系 ， 当 n = 2 时 ， 可 得 到 定理 2 的 逆 定 理 。 
“定理 RO 是 域 人 的 有 限 扩张 ， 9 是 ,的 有 限 扩 
К, ШО, ЛЮК. А 
QA) = (ОД) X (0,201) 
证 明 根据 有 限 扩张 的 定义 ， Ж (Q : A) = т; OQ, :01 
=n, MEEA a, SAE, 关于 人 的 基底 ， Bis B,,*…, 
B, 9 RFQ, 的 基底 。 任 给 % € 9， шш ШЕ 


а= Ү,В, +7.В, + + Y,B, = У мв, ERD ` 
i i=] ` 
WA 
= F ano (i=1, 2, б, n; ан Є A) 


j=1 
a= D(X ana м) - È È anapo 
i=1 j=l i=1j=1 : 
其 中 ajBi € Q, (j=1, 2, е, 1; і=1, 2, `... n).. SERR 
aiB +, a1B,, в,В,, =, ABa ……, w, B, (6) 
关于 人 线性 无 关 ， 即 Q: 关 于 人 的 基底 包含 有 m xn 个 线性 无 


342 


关 的 元 素 ， MAQ A= (Q AQ). 事实 上 ， 任 
É 


n m | 
> 2 cia, Bi = 0 (cI GA PAA BiEQ:) 
i=1j=1 


时 ， 上 式 改写 为 | 
(Бон) в. = У aiB: = 0 (8:€01) 
i=1 


1=1 = 


BPB, Bos ~, BEURT :线性 无 关 的 元 素 组 ， 


„зс :Qj=0 (i=1, 2, +, п) 
j=1 


ий, 因为 ca，a:，…，awn 是 2 关于 人 的 基底 ， 

cij=0(j=1，2，… m; 1=1, 2, +, n) 

这 就 证 明了 ( 6 ) 是 @: 关 于 人 A 的 一 个 基底 ， 且 

(О, : Д) = тхп= (О, Д) (9,:9,) 

定理 4 “ 设 Q 是 域 人 的 有 限 扩张 , 且 域 满足 人 全 28， 
У ЛЕК, ЕВС: Л) О: д. 

证 明 509: Л) = n, 即 Q 关 于 入 线性 无 关 的 元 素 组 最 
多 只 包含 有 an 个 元 素 ， 由 性 质 1" 知 道 域 3 中 必 存 在 mnm) 
个 元 素 B8, ，h: ，…，B。， 它 们 是 了 关于 人 线性 无 次 最 头 数 的 
PRA, HER? 知道 这 个 元 素 组 就 是 > 关于 全 的 一 个 世 
Ke FRAMAR IK ICEA) = m 

. 因为 AE 3EQ， 设 Q 关 于 3 的 线性 无 关 最 大 数 的 元 素 组 
包含 有 个 元 素 ， 与 上 面 同 样 的 方法 ， 可 以 证 明 Q@ 是 3 的 tak 
有 限 扩张 。 由 定理 3 知道 

QiA=(Q:2)'(Z:A)=mt=n 


... mln 
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站 面 知识 说 明了 ， 每 一 个 域 人 上 的 代数 扩张 都 是 一 个 信 
上 的 有 限 扩张 反之， 和 八 上 的 每 一 个 有 限 扩张 ， 都 可 以 分 解 
成 一 串 代 数 扩张 。 事 实 上 ， 设 由 是 人 的 na 次 有 限 扩张 ， 若 2 中 
存在 A 上 的 na 次 既 约 多 项 式 {fCx) 的 根 c 时 , 则 = 入 (a) 为 代数 
扩张 。 若 中 含有 最 高 次 数 为 m(m<n) 的 既 约 多 项 式 p(x) 
的 根 8， 则 添加 B 于 人 得 到 一 个 人 的 四 次 有 限 扩 张 АСВ), ЭЁ 
НОЭЛ), н аЙ па, ОЖ ДВ) — = t kf 


限 扩张 . ЖО 中 含有 A(B) 上 KE(k<t) 次 的 约 多 项 式 а(х) 
根 r， 则 人 入 (B)(r) 是 和信 (B) 的 Kk 次 代数 扩张 ，k1t。 若 k = t， 则 
Q 可 分 解 成 两 次 代数 扩张 ， =[ 人 (BPB)2(r)= 人 入 (BB, г), 车 
k<t， 可 依 此 类 推 使 O = A(B，r，…，8) 是 由 一 串 代数 扩 
张 来 表示 。 其 中 (Q:Aj = n= теке Е 
2. 正规 域 
设 域 人 上 多 项 式 
f(x)= а.х" + aan 1х" Tihe t aX tao oa 
在 A 内 可 分 解 成 | 
уы ж) (коа) (хо, р(х) ер. (х) w. 
Ж р:(х)(1=1, 2, эө, r) ЖЛ Fë T— WW 29 gA 
Жу Ља C€ A(j= 1, ++, S) 所 以 添加 а; РАЛ, АФ 
FE, (Ар, COBPREB TA, ВЗ әрүсх) ЖК 
数 扩张 (有限 扩张 A= АВ.) ЖЛ, НЕС А 20: 
-x)= (x- ai) (x= a,x Bi) (х-ВӘа(%) 6 
; oo QE) a 
其 中 9:(х)(1=1, =, D RA; 上 次 数 高 于 ВЕ 
式 。 再 添 加 qi(x) 的 根 Y, 于 人 Ab 得 到 和 人 := A1(Y1)= 
人 和信 (B1)(Y,)， 依 此 类 推 ， 有 限 次 后 ， 可 以 得 到 入 的 扩 域 Q，: 
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在 和 里 {(x) 可 分 解 成 纯 一 次 多 项 式 之 积 ， 这 样 的 人 A 的 有 限 扩 

KORASAN ERR normal field), # 
ЛЕЛ СД, CT CA, =Q 

EPA o АМ», to AERE Л A, Ano es Ani E 

的 次 数 高 于 1 的 既 约 多 项 式 f (x)= pi(x),fi(xX)= qi(x)s 

…，f 有 -5(Cx) 的 根 而 得 到 的 代数 扩张 

由 定理 2 的 系 和 定理 4 ， 立 即 得 到 

定理 5 若 Q 是 域 人 上 多 项 式 (x) WEM, р(х) 是 
fx) 的 既 约 因 式 ， 则 ap(x)1(9:A)。 

© 定理 6 若是 域 人 上 多 项 式 f(x) 的 正规 域 ， 目 (Q: 信 》 
=2°(т;>1), : 则 存在 人 的 二 次 有 限 扩张 入 ,， EE ASAI 
EA, 

“证 明 如 果 f(x) 在 A 上 可 分 解 成 纯 一 一 次 多 项 式 之 积 ， 则 
(Q:A)= 1 与 (Q:A)=2”(m>1) 的 假设 矛 持 。 所 以 至 少 有 
一 个 A 上 次 数 大 于 118590 рох) 存 ТЕ, Epail 
fz)， 由 定理 :2 的 系 及 定理 5 НЫШ, әр(х)=2'(1<{& m), 

当 t=1 时 ， 定 理 已 证 明 ， 因 为 只 要 把 二 次 既 约 多 项 式 
P(X) 的 任 一 根 a 深 加 于 仿 得 到 入; = 人 (a)， (CA:A)=2, 
АСА, со, 

Аю: 时 ， 证 明 比 较 复杂 ， КИЛУ. Pn 
Gy as，…，Qas+ 是 p(x) 的 要 ， 它 们 不 属于 A， 今 构造 必 
个 畏 助 多 项 式 оса 

(х) = ПОх- В) ° 
其 中 Bi = matela: ол), ёл, арх) MERI 个 根 ， 
cEA， 则 28(x) = С: = 20210 „ж-о (QRAD .我 


们 可 以 选取 适当 的 c， 使 得 Be, 2, 2602 -1)) # 
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不 属于 人 事实 上 ,如果 这 样 的 不 存在 , 那 末 ci，cs € 人 使 得 
аа; + C (Gi +G )C€C A, а;+с,(о+а)Є/ 
令 ао;р+с,(а+а;)=4@ 
| aatetta =d, 


其 中 d,，d,€ 八 ， 解 方程 组 ( )， 得 


(7) 


Gi +a; = dd Lp, 
c, — c, 
(bo Ъ,Є ДЭ 
| @;@ = = oi die, р, 
er-c, 


所 以 ai，ai 是 A 上 二 次 多 项 式 h(Cx)= x?-b,x+b，。 的 二 根 ， 
则 h(x)1p(x)， 这 与 p(x) 在 人 A 上 妓 约 的 假设 矛盾 。 

今 假 设 已 选 好 了 符合 上 述 条 件 的 c， 而 使 辅助 多 项 式 
g(x) 的 2 i2- 1) 个 根 都 不 属于 人 ， 由 于 g(x) 的 系数 都 是 
рх), ПОЕТА. р(х) ЖЛЕ 
RAHTI = 1) = 0010 (QQ 是 奇数 ) 的 多 项 式 ， ү 

HK, з О Ж f(x) 的 正规 域 ，p(xz) 的 一 切 根 都 属于 
Q, БИИВ„ЄО(К=1, 2, ++, 2'71(2*—1)), Же(х) WE 
规 域 是 的 子 域 ， 又 因 REA， 所 以 g(x) 在 人 上 无 一 次 因 
+f. 今 以 g(x) 代 替 {(x) 来 讨论 。 设 p,(x) 是 g(x) 的 次 数 最 低 
的 A 人 上 的 既 约 因 式 ， 则 api(x) = 20(1<tis<t-1)。 因 为 添 
加 pi1(Cx) 的 一 个 根 于 人 A 得 到 的 有 限 扩 张 人 ， WAA) 
(Q:A), ИСД. ЛД) =әр,(х)=2'1(4,<1-1), 

WÈ t = 1 那 末 定 理 已 证 明 ， ШЖ 6.21, ЖИ В, = 
aiaj + с(а: +a Кр, (х), WE БАНН, 构造 辅 
助 多 项 式 g1(x)， 可 得 一 个 人 上 2': 次 的 既 约 多 项 式 px(x)， 
其 中 1 和 ts<t-2， 依 此 类 推 ， 有 限 次 必然 可 得 到 一 个 在 和 
里 可 分 解 的 人 上 二 次 既 约 多 项 式 p,(x)， 添 加 它 的 根 TA, 
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得 到 一 个 二 次 有 限 扩 张 全 :， 而 且 
ATAT, 

从 这 个 定理 可 以 直接 推 得 

ЖІ 车 域 人 上 的 多 项 式 f(x) 的 正规 域 0 关于 入 的 次 数 
等 于 2"(m>>1) 时 ， 则 存在 一 串 二 次 有 限 扩张 人 {Ад сө 
A 人 .=Q， 其 中 Ai 是 人 1_1(i=1，2，…，m) 的 二 次 有 限 扩 
w: 使 得 

(Q: А) = (О: Да.) Ani Ла) AA)" 

CAA) 

ЕЕ 1 中 的 人 ;是 由 添加 Ai_: 上 的 二 次 多 
巴 式 f(x)(i=1，…，m) 的 一 个 根 所 得 到 的 代数 扩张 ， 

系 2 FORRA КООН, НОД) = 
29021), ACATA: C CAQ, 其 中 人 入; 是 添加 
Ai_: 上 二 次 既 约 多 项 式 f(x) 的 根 于 人 Ai;_ 1 所 得 到 的 二 次 有 限 
PFR MEORE a), fa, es fiCx) 的 根 与 人 
的 元 素 的 有 理 式 。 

一 般 地 ， 我 们 可 以 定义 ， 域 人 上 的 多 项 式 f(x) 车 方程 
їх) = 0 的 根 可 由 下 面 次 数 不 高 于 二 的 诸 方程 ~ 

fo(x)=0, {,(х) = 0, +, f(x)=0 ` . (8) 
的 根 的 有 理 式 来 表示 。 我 们 就 说 {(x) = 0 可 还 原 成 一 串 次 数 
不 高 于 二 的 方程 。 其 中 f(x) 是 俯 上 一 次 或 二 次 多 项 式 ; i 把 
fo(x) 的 根 ao 添 加 于 和信 ， 得 到 和信; = Л(а,); WG) ЖА, 
上 的 一 次 或 二 次 多 项 式 ，…，f,(x) 是 人 ,1 = Alt) E 
的 一 次 或 二 次 既 约 多 项 式 。 

3 。 规 尺 作 图 能 不 能 问题 的 判别 法 

有 了 前 面 的 准备 工作 ， 我 们 知道 ， 有 更 数 城 A 上 的 方 和 
х) = 0 的 根 可 作 图 的 充 要 条 件 是 : {(x) = 0 可 还 原 成 一 串 


241 


次 数 不 高 于 二 的 方程 ;f(x)=0,f1(xX)=0, f(x)=0. 
因此 ， 一 个 代数 方程 的 根 能 不 能 用 规 尺 作 图 的 判别 定理 是 ， 
定理 7 设 Q 是 域 ( 特别 是 有 理 数 域 ) 八 上 的 方程 (x) 
= 0 的 正规 域 ， 方程 1(x) = 0 可 还 原 成 一 питат 
方程 的 充 要 条 件 是 ， 3 
(Q: A) =2"(m>0) 
定理 的 充分 性 已 由 定理 6 系 2 给 出 了 ， 所 以 下 面 只 需 谋 
明 必 要 性 。 
证 明 设 域 人 上 方程 Kx)= 0， 可 还 原 为 一 PURTA 
тиле осы 
{&х)=0, f(x)=0, +“ f(x)=0 . (C8 
我 们 把 ( PETERO. a eo a ЖИР Л, 
Ad Ду, ALa) An +, P= A), 在 有 限 护 
张 生 中 攻 x) 可 分 解 成 一 次 因子 之 积 ， 故 工 =8， 当 (8 ) 中 方 
程 都 是 一 次 时 ，@ = 工 = 人 ，(Q:A)=1=2" 车 不 全 为 ~ 
次 时 ，( 工 :人 A)= 25， 由 定理 4 知道 Q: АСД» БЕ 
(Q: A) = 2*(0<m<t), КУ 
B, “REH? 、 EAFA EER AARTE. 
`1. “RIH” 问题 
，“ 倍 立方 问题 亦 称 “ 立 方 倍 积 ” 问 题 。 янва 
规 尺 作出 体积 等 于 ?的 立方 体 的 边 长 ， кииин л. 
既 约 三 次 多 项 式 * 
f(x)= x -220 
“用 爱 森 斯 坦 因 ( Eisenstein ) 9], ЖШ xè- 2 жини, 
Енина, BRRE A SAR 
f(x) =ao taxt азх2 + tanx" ( an%0, n2>1, ) 


的 每 一 个 系数 都 是 p 的 倍数 ， 但 ao 不 是 F2 的 信 数 ， 则 f(x) АЭН О БА Вау 
的 。 . S 
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的 方程 是 否 可 还 原 成 一 串 一 次 或 二 次 方程 ， 
添加 x° -2= 0 的 一 个 实 根 &/ 2 于 有 理 数 域 人 所 得 到 的 
ЛС 2) HERLIN 2. Ул, RUARI) 
:A)=3. I 
车 9 是 {(x) 的 正规 域 ，(Q:A)= n, H EB 4 知道 3|n。 
所 以 n= 2"。 由 定理 7 知道 “ 们 立方 ”是 规 尺 作 图 不 能 问题 。 
2 。 三 等 分 任意 角 问题 Б 
” 设 已 知 角 a， 把 0 三 等 分 得 到 角 "， 即 = 二 a， 或 0= 
39%, HH 


: -COSA = C0S3 中 = 4с05°Ф ~ 3cosP (9) 


因为 已 知 角 a 可 作 图 ， 故 cosa 亦 可 作 图 ， Ф созо = |b|< 
2), b 是 可 作 图 的 代数 量 。 cos9 是 未 知 量 ， $ cos = 5 > Ш 


EONS: < 

或 者 f(x)=x*-3x-b=0 | ао) 
(10) 中 可 取 满 足 lb1<2 的 b 值 使 (10) 在 有 理 数 域 人 上 不 订 
Á, pim ъ= (а=), сон тагат. 事实 
E, х*®-3х-1= 0 车 有 有 理 根 只 能 是 +1, 但 f( 1 )= -3， 
f( 一 1)=]， 所 以 x* -3x -1= 0 无 有 理 根 。 若 添加 fx)= 
xx 一 3x~1 的 实 根 pb 于 A， 得 到 入 ,= ДВ), СЛД) = 
3, 若 Q 是 f(x) 的 正规 域 ; 则 31(Q:A)， 所 以 三 等 分 60° 角 
是 不 可 能 的 。 也 就 是 三 等 分 任意 角 是 规 尺 作 图 不 能 问题 。 


一 般 地 ， 着 a =are соз (PARIO M SAR 


{(х)=х*—3х—-1. 
р 
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在 有 理 数 域 上 是 既 约 的 ， 这 样 的 角 a 都 不 能 用 规 尺 三 等 分 。 
FXE Gysi, W 
50у) =у° +3ру?-р= 0 
在 有 理 数 域 上 既 约 ， 故 f(x) 在 有 理 数 域 上 亦 跷 约 。 
3. $A (cyclotomic ) 问题 
高 斯 证 明了 下 面 的 定理 ， 
定理 8 可 以 用 圆规 和 直 尺 把 圆周 n 等 分 的 充分 且 必 要 
条 件 是 ， 
п=2'0,4;+°4; 
AH t 是 非 负 整数 ，qi(i = 1，2，…，s) 是 互 不 相同 的 形 如 
和 + I 的 奇 素数 。 | 
如 ， 5 等 分 、10 等 分 、17 等 分 、… 贺 周 是 可 能 的 ; 而 7 
等 分 、13 等 分 、15 等 分 、… 圆 周 是 不 可 能 的 。 
要 证 明定 理 8 ， 先 证 明 
引 理 1 设 a=nins, (ni，n:)= 1, 则 利用 规 尺 可 n 等 分 
圆周 的 充 要 条 件 是 ， 可 用 规 尺 n: 等 分 圆周 ， 且 n; 等 分 圆周 
证 明 若 用 规 尺 可 n， nz 等 分 圆周 ， (п,, п;)=1, 则 
存在 整数 x，7 使 得 


nix+n,y=1, 或 了 + 5 = 工 
ni n, n 


ukuka kuka: 
.长 之 ， 若 用 规 只 可 以 na 等 分 圆周 ， Hnn =n- Б; 
2 
=i l =n, L, Tent, 。 即 重复 度量 5 次 (n， 


п 
1 ¿ 1 1 
次 ) 去 圆周 ， 就 得 到 L (-1-)щдиЖ. 


‚ (11) 


2kx 201 


因为 x" -1=0 的 8 个 根 ， xı = cos +isin (Е = 


0, 1, зе, п- 1), (k, п) = ањ, x -1= 0， 5< 1 q 时 


x -1 近 0。 特 别 d = 1 时 ， хр -1=0， 而 t<a 时 x' -1 ¥0, 


这 样 的 xx 叫做 n 次 单位 质 根 或 a 次 本 原单 位 根 。 显 然 a 次 单位 
质 根 共有 (an) 个 . ХАЗАЛ ИСА АИР 


图 问题 ， 或 者 n= р“ әре! ， 转 化 为 一 切 pgi(i=1，… t) 
次 的 单位 质 概 可 作 图 下 面 给 出 n 等 分 圆周 的 割 圆 方程 
P(n) 


x)= [| (х- ё) =0 


і= 1 
其 中 所 为 n 次 单位 质 根 . DOON Hax- ОНДА хё- 1 
中 的 因 式 (dln， 人 所 以 
Фре(х) = -1 = х?®С7!Ф-0 xP lp-2). 
ті . 
. + =+ 1=0 ` 
Жп, = p" 等 分 圆周 的 制图 方程 。 事 实 上 ，xP -1= 0 的 一 切 
非 质 根 都 是 x?” -1 的 根 。 БО 
引 理 2 DPpa(x) 在 有 理 数 域 人 内 是 既 约 的 。 
证 明 令 x=z+1， 则 
(а+1)Р°-1_ 


2) = Фра(2+1) = = 
00 | (z+l)P ~-1 


ра 
2? -1+С л 2+ +С! Ë az 
2Р®-1+С' _ 2Р° оС! | 
р“ 1 


(12) 右 边 的 商 (是 一 个 整 式 ) 除 第 一 项 (最 高 次 项 ) 外 各 项 
的 系数 都 是 p 的 倍数 ， 且 z = 0 时 ，(12) 的 常数 项 
{(0)=- Р = P” =p—>p’:+f(0) 
С! 


р&-1 
ра- 1 


按 爱 氏 判别 法 可 知 (12) 在 人 内 是 婚约 的 。 

定理 8 的 证 明 gaspi рі? pp (рү, Pas с, 
p 是 不 同 的 素数 由 引 理 1 知道 ， 可 用 规 尺 n 等 分 圆周 的 充 
RRE: BAAR p?i(i = 1，2，…，t) 等 分 圆周 。 故 只 


需 证 明 n = p* 的 特殊 情形 就 够 了 . 

现在 先 求 Gea(x) 的 正规 域 ， 由 引 理 2 知道 @pa(x) 在 人 
上 是 既 约 的 . 今 把 Bpa( x) 的 任 一 个 很 8 添加 于 入 ， 容 易 证 明 
人 《8) 就 是 px(x) 的 正规 域 . 事实 上 ， 因 为 Ppa(x) 的 每 一 
个 根 都 是 n 次 单位 质 根 ， 它 们 都 是 单位 质 根 i URR TS 
考 高 等 代数 二 项 方程 一 节 ， 或 者 读者 直接 用 单位 根 的 三 角 表 
示 式 或 指数 表示 式 来 证 明 ) ， 故 都 属于 人 (5)。 

X әФра(х)=ре-1(р-1), PA 

(A($:A)=pa-(p-—-1) 
由 定理 7 知道 ，@pa(x) 能 还 原 成 一 KANTATER а 
的 充 要 条 件 是 ， 
ш (i)p=2 

САС: Д) =ра-Кр- 1) =2 | Lig 
定理 得 证 。 

从 这 个 定理 知道 ， 默 森 尼 数 Mp 为 素数 时 ，Mp 边 的 正 多 
边 形 可 以 用 规 尺 作 图。 
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第 八 章 ”数论 函数 和 素数 分 布 - 


前 几 章 我 们 已 个 别 地 提出 了 在 数论 中 常用 的 车 干 函数 ， 
如 ，[x]，{xj， 欧 拉 函 数 ， 勤 让 得 符号 , 雅 可 比 符号 和 特征 
函数 等 ， 这 些 函 数 都 是 数论 函数 .所 谓 数论 函数 一 般 是 指 在 
整数 或 正 整数 5 本 章 整数 都 指 有 理 整 数 LAT ERE ва 
数 。 本 章 将 进一步 讨论 几 种 数论 函数 ， 并 简单 地 讨论 素数 在 
自然 数列 中 的 分 布 情况 。 本 章 的 “是 表示 一 切 整 数 的 集合 ， , 
Мал- ивана. 


第 一 节 可 乘 函 数 和 莫 比 乌 斯 反 转 公式 


定义 8.1 3 fx) 是 在 一 切 正 整 数 a 上 都 有 定义 
数 ， 并 且 它 共有 下 列 二 性 质 ， 
1° 有 一 个 正 整数 a, 使 得 函数 值 fa) 头 0 ' 
2° 对 于 任何 两 个 互 素 的 正 整数 ai，a，， 都 有 
Ка, а,)=[(а,)(а,) . (1) 
则 称 f(x) ARRA C multiplicative function), А 
如 ， 前 诸 章 所 介绍 的 欧 拉 函数 ， MERES., 雅 可 比 符 


号 和 特征 函数 等 都 是 可 乘 函数 。 
例 8.1 (1) Е аєм, 定义 函数 

А(а) = B #a=1, 

0, atl 


则 A(a) 是 一 个 可 乘 函数 ， * 
Gi) 车 入 是 任 一 给 定 的 复数 ， ЧЕ «ЄМ, 定义 
E) (а)=а5 
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WE, METRAR. 
Gii) gii Möbius) 函数 ， 对 于 任 一 a €N, 
定义 
1, #a=1; 
hCGa)=4(-1)r， 若 a 是 rr 个 不 同 素数 之 积 
0, # a 被 一 个 素数 的 平方 所 整除 。 
риа) — ЕЖ. 
征明 ”由 k(a) 的 定义 知道 ， 它 满足 定义 8.1 的 条 件 1°, 
ira, а, ЄМ, (а,, a,)= 1， 若 ai=1( 或 a:=1)， 
或 者 存在 某 素数 p 使 得 p*1ail( 或 p:1a:)， 则 (1) 显 然 成 立 
若 ali=pipz…p:，as=qiqz，qs， 其 中 Pis pa + р. 
两 两 互 不 相同 的 素数 ， qdo qotoq, 亦 是 两 两 互 不 相同 的 
ЖК. НТ (ai，a:)= 1， 故 pi 和 di(i= 1，…，r3 j=l, 
…，s)。 因 此 由 定义 | 

B(a,a,)= ( ~ 1)т ts =(—1)s (— 1) карма) 
ТЕ (а) жЕ. 

容易 算出 ，k(1) = 1,802) = – 1,803) = -1, B(4) = 0, 

s 6(20) = 0, H (21) =1, (22) =1, HG3) = -1› 
и(24) = 0. I 
8:2 авта | 
a=x2+y2, aCN ` 
的 整数 解 的 个 数 ， 则 газ Ж В, ， 因 为 (2) =4 , 
r《5) = 8 但 r(10) = 8。 

8:3 令 r(x) 表 示 不 大 于 x 的 素数 的 个 数 ， 则 a(x) 
жеш Ж. 因为 x(2)= 1, п(3)= 2, {Нл(6) 
БЕР 

TRARA TF IED 
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1° 若 f(x) 是 可 乘 函数 ， 则 (1)=1, 

证 明 由 定义 8*1， 存 在 aEN 使 得 {(a) 关 0 ， 又 f(a) 
=Í(1)f(a), #kI(G1)= 1。 

2° 若 f(x)，fs(x) 是 两 个 可 冬 函 数 ， 则 函数 f(x) = 
=f1(x)f;(x) 亦 是 可 乘 函 数 . 

证 明  5(1)=1,(1)1,(1)=1,1=1, #kí(x) R. # 
定义 8 1 的 性 质 1*， 任 给 a1，a, EN,(al1，a;)=1， 则 由 定 
义 8.1 的 2"， 得 

{(ауа,) =f, (аа), (аца) | 

= (а; )Ё, (аз) •#,(а,)Е,(а,) 
= СЁ, ба, ) , (а) 2С, (а), (a|) 
={(а,) • f(a,), 

即 满足 定义 8"1 的 2" , 所 以 f(x) 是 可 乘 函数 。 | 

3° болян, 而 正 整数 a 的 标准 分 解 2 式 是 
а=рг! р-р, 则 


Pre Ila to жїр} эж но (2) 


dia ~ i=l 
其 中 部 表示 展 布 在 a 的 - 一 切 正 因 数 上 的 和 式 。. 
dla 
证 明 由 定理 1'18 系 2 知道 ， a 的 任 一 正 因数 是 ， 
d= ар}! р Bz,. „В, Bi= 0, 1, 2, ++, Qi(i=1, 2, 
э k). 
УФ) = У Ур. „5. гов в.д ро. 
dia Bi=0 Ba=0 人 =0 


а 


= у. у. „ўз (ру! рр*- чо?) 


Bi=0Bs=0 В, =0 
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k 
= П dep? )+f(pO + 6+ Ep) 


i=] 
Wi f (p; ) = (1) = 1， 故 得 (2)。 
相合 916 并 在 性 质 ? 中 到 ib", ДИВ 
4° 若 a= plp7:…pt* 是 a 的 标准 分 解 式 ， 则 


k 
ол рд. =I (+p +р?®+..+р®5% у. 
dla i=l 


特别 地 ， Жо: (a) = o (a) Жл a Ñ — 切 正 因数 的 和 ， 则 
+1 
о(аз=[[ (їр +р?+ pr) Тг! 
i=1 i=1 Pi 


ЖШ т(а) а 的 正 因数 的 个 数 ， 则 
хт(а) = (а; + 1)(@, + 1): (ay + 1) (3) 
这 时 ，r(a) 韦 做 除数 函数 (divisor function), 
由 (3) 容 易 证 明 +(a) 是 一 个 可 乘 函 数 ， 
由 性 质 2*，3° 及 例 8.1(iii),， 得 
5” 车 {(x) 是 一 个 可 乘 函 数 ，a 的 标准 分 解 式 是 
a= pip22 pk 
则 
дыф) = (1-Í(pi)) C1-Íf(p,)) = 
(1-Í(p,)) (4) 
证 明 ШЇ Й?°Җди(х)ї(х)& [Ж ЩЩ, НЕЗ", BH 
得 


[4 
у 1‹4)(4)у= TT сї+и‹(р){(р) + (ра) (р?) + 
dja i=1 


356 


р сро?) (рг) 


因为 (pi) = +. = 0 při = 0, (р) = -—1Gi=1, 2, = 
к), 1804). 
6° aspipi ep Æ а 的 标准 分 解 式 ， 则 
0, #a>1 
d) = 
hr ) |, 若 a=1 (5) 
d -1)(1- 1).(1-1), 1 
DHP- |" pp Tp "Ор #8219 
dla 1, #а=1, (6) 


证 明 由 莫 比 乌 斯 函数 的 定义 及 性 质 4"， 立 即 得 到 ， 当 
a = 1B$ 


Уи) =1, DeD 


41 dll ; 
a>1Bi, 
Y B(d)=(1+h(pi)) (1+h(p,))-“(1+B(p,) ) 
dja 
= 0 
< n (d) L(p1) H(p:) Е(р,) 
A = (1 + 一 上 LT1+ 一 上 2 у... — k 
а dtp) р, 2” аж) 
= (1-1) 1) 1-21) 
р, P: pr 


定理 8.1 任 给 8: b, e DEN, #05,), f), 
"ө Ї[($„)ЖЕЖ ЕШ n 个 复数 。 


s'= У), s= УС) 
М=1 d|; 


ЖР} 表示 展 布 在 等 于 1 的 一 切 8 上 的 和 式 ， 层 表示 对 


b =1 dlò; 
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于 给 定 的 4， 展 布 在 d 的 倍数 的 一 切 S: 上 的 和 式 ， 则 
= арза | | (7) _ 


Jtrhd,, dz, ++, d, 是 至 少 能 整除 一 个 51 的 一 切 正 整数 。. 
证 明 由 (5 ) 得 


S’ БОП) вв) JUCA) + = 
d|ë1 d|Šs 


+105, 222800) 


由 于 d, ол 8,， 因 而 (8 ) 的 右 端 有 (81) T u(d:) 
项 出 现 ， 把 一 切 这 样 的 项 取出 并 相 加 ， 得 


са) У) =B Sa. 
ак 18; 


由 于 di， d,, = “ЛЕРИ 的 .一 切 正 整 
数 ， 故 (di)Sdl，R(d:)Sds，…，R(d.)Sd， 刚好 包含 着 (8) 
的 右 端 所 出 现 的 一 切 项 ， 故 (7 ) 成 立 ， 

这 是 一 条 十 分 有 用 的 定理 ， 我 们 将 应 用 这 个 定理 , -重新 
证 明定 理 3.6， 借 以 帮助 读者 更 好 地 掌握 它 。 | 


7° 对 于 任 给 的 aEN，a = pi1p22 p.k, Кж 


_ 1 = 一 一 .. _ 1 
өзб 2) а) 0-а 
证 明 © ò = (х, D, TER к=, ls’ 81), 
MANAN леа. “1 中 5 的 定义 知 - 


= У) f(8x) = = Ф(а) 
фх=1 


而 Sa 是 满足 条 件 | (х, а) Кух 的 个 数 ， 若 4 至 少 能 整除 一 
个 Ó 则 dla, 175, 是 0， 1, +, a -1 中 能 被 d 整除 的 数 
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的 个 数 ， 即 
Se= | 3 | = 革 ( 因 为 dja)。 
反之 ， 对 a 的 每 一 个 正 因数 4 ， 一 定 存在 一 个 8: Иа 
除 ， 故 由 定理 8.1 知 
Ф(а)- Leag aD р; a 


dja- 


从而 由 ( 6 ) 得 


va =а(1- 2) (1-1 1 -X (1-2). 


8° 车 有 N 件 事 ， 其 中 具有 性 质 c 的 有 Ne 件 ， 具有 性 质 
B 的 有 Np 件 ， 兼 有 性 质 c 和 B 的 有 No8 件 ，…， 兼 有 性 质 c ， 
B 和 Y 的 有 Nopy 件 ，… 等 等 。 则 都 不 具 性 质 c，B，Y ，… 的 
事物 的 件数 是 

N-Na -Np -+ Nagte- Nagy- te (10) 

证 明 若 一 事物 Q 刚 好 共有 k 个 性 质 a， B, Y, що 
在 和 式 (10) 中 出 现 的 情况 是 ， 若 k>1 ， 则 Q 在 具有 一 个 性 
质 的 事物 Na ，NB ，…NY ，… 中 出 现 C，=k 次 ， 具 有 两 个 . 
性 质 的 事物 Nap，Nay，… 中 出 现 C = ХА) 次; 在 


Маву, "ФНС, = k(k = Dk- > 次 ，…， 等 等 ， 所 


以 车 上 之 1 时 ， 事物 Q 在 (10) 中 由 现 的 次 数 是 ，” Н 
1-k+ k(k-1) _ k(k ~ 1)(k-2) к... ERENS 
| 21 3! : 


Wan ss А 
另 一 种 情况 ， 若 上 = 0， 则 每 一 个 不 具备 任何 性 质 的 于 
888 


物 在 (10) 中 出 现 一 次 。 所 以 (10) 是 N 个 事物 中 不 具备 任 一 性 
质 的 事物 的 总 数 。 

9° Фа, b, с, “ЫЖ ЕНИ, W 
小 于 或 等 于 na 且 不 被 a，b，… 所 整除 的 整数 的 数目 是 


ЫЕЕЕ 
这 个 性 质 是 性 质 8" 中 用 а, b , … 代 表 不 同 的 性 质 家 接 
得 到 的 结果 。 


车 在 性 质 9° 中 ， Wn JERA, a, b, 为 1 的 不 同 
ЖЕЖ p р, бэ Po 就 得 到 


ај а а 
10° 车 n=pi ру, peo 则 


k 
Ф(п)=п- 工 [二 上 于 | -3 -… 


i=1 і} 
_ 1) _— n 
+ ) Б] 
k А 
=n- D2 -na _ -+(-1i tr n _ 
> Pi iimipi ) PiPÍ o pk: 
Tí 1 . 
=п[](1-—— (11) 
i=1 р: | 
11° а= Ñ Pd) | 
dln I (12) 
证 明 XF a 个 正 分数 
Pacha) (13) 


中 的 每 一 个 分 数 都 有 上 = 生 ， 其 中 dja，(a，d) = 1, 这 里 的 
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本 是 一 个 既 约 分 数 ，1<a<d， а ятан а 和 = 所 
唯一 确定 的 。 反 之 ， 分 数 Y 亦 唯一 确定 (13) 中 的 一 个 分 数 
“也 就 是 说 ， 对 任 一 函数 F(x)， 我 们 有 


n 


h` _ a 
ZE 20) Qp 
(a,d)=1 


对 于 给 定 的 特殊 的 4， 满足 (a,，d) =1 昌 1<a<d 的 a 刚 
好 中 (d) 个 值 ， 即 在 (14) 右边 的 和 式 中 ， 出 现 以 4 为 分 母 的 
分 数 刚 好 有 Cd) 个 。 取 F(x)=1， 则 (14) 的 左边 =n， 右 边 
=) (d), Ki 
djn 
n=} (d) 
dİn 
这 是 定理 3'6 系 2 的 结论 。 
12° (п) НР, m 
к(п)= 2 (п) 
din 
亦 为 可 乘 函 数 。 
证 明 车 (n, n’)=1, djn B. d'|n”, 64, d7) = 1 
并 且 c= dd’ Rit nn’ 的 全 体 因数 ， 所 以 
к(пп/)= Dfe у) [dd’) 
cian’ dln,d' |n’ 
[Ereb ][ као 
= р(п)в(п’) 
这 就 适合 了 定义 8.1 的 条 件 2°。 
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由 于 f(x) 是 可 乘 函 数 ， 由 性 质 1° 知 f(1)~1,，g(1)= 
7104) =1， 所 以 适合 定义 8*1 的 条 件 1"， 故 g(na) 亦 为 可 乘 


dji 
“Ж, 
由 性 质 6" 与 ?"， 即 得 
13° баа HD у1 5 иа 


din din d 
= Tar(3) 4'и(4) (15) 
а/а dd’ = 
-例如 д=120= 2% х3х5,9(120) = 32, куа e(d) 
: т 
=120-42®- 120 _ 120, 120 + 120, 120 _ 120 -32， 


3 5 6 10 15 30 


у? алыса) = 1208 (1) +60002) + 408. (3) +2405) 
dd’ => 


+20006) +12810) + 8615) +430) = 32, 
14° E nabl B. n &# k 个 不 同 的 索 因数 ， 则 
>| a| = 2* 


din І (16) 
证 明 若 n- aa, npes 则 


у |к‹а)| = G+ BODDAH (рр. 
dla 

(1+ 10р) |) = (1+ 1) = 2 
若 用 上 (d) 代 替 性 质 12" 中 的 f(d)， 并 由 (5 ) 得 到 


15° g(n)= Уна) “а, 并 且 


dla 


有 2 


: 1, #n=1 
g(n)= | 0, Жїш>1 

ТЕЛЕЕ ЙИН € Möbius inversion fo- 
rmula), 


定理 8.2 车 ff(n)， DEE TREM, H 


g(n)= > f(d) 
d|a 
则 А 7 “ү 
_ п ` _ n ` 
| (са) = 258 (3) 0 = Eeoa) (17) 
”证 明 wyd, 8047 = п, H 
Уть()в(07) = Уса) Ус) = Ў ыса) Ес) 
din d|n cid’ cdln ш | 
= Уо) Уса) 
cln dj 也 п 
由 性 质 6" 知 ， 其 内 部 之 和 当 c= aB, <n 时 为 0， ЖЕ 
式 右 边 等 于 fa). | 
这 个 定理 的 道 定理 亦 成 立 。 
` 定理 8.3 若 g(a)，f(a) 是 两 个 可 乘 函 数 ， 且 
(п) = Zr (5 SE (d) 
则 | С 
sm) = 2%) | (18) 


证 明 ”其 证 法 与 定理 9.2 相似， 我 们 有 O 
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Уе у )- Pres DEG 


dln 
- У (2) = ни > e(r) 
cd|n els | 


=g(n) 
定义 8,2 车 
g(n) = и = У) (2 ) 
аја 
H) g(Ca) 叫 做 кае C Möbius” transforma- 
tion) 而 { (п) ЩА (п) ЙЕН, НИЛЕ Ç Möbius’ inve- 
rse transformation), 

由 定理 8.2 知 道 ， 可 乘 函数 的 莫 比 乌 斯 变换 及 莫 比 乌 斯 
Шр тр раж, 

如 果 我 们 取 g(n)= n, ЖЖ 由 定 H 8.3 及 (15)， 得 到 
Ф(п) = (п), 并 从 (18) 得 到 性 质 11"。 

我 们 假设 djp - 18 cl1d， 用 函数 X(c) 来 表示 同 余 式 
xs=1l(modp) 的 根 中 属于 方 次 数 c 的 根 的 个 数 ， 因 为 这 个 
ARARA d 个 根 ， 所 以 

X(c)=d 
> . (19) 


在 定理 8.2 中 取 g(n)= n， 从 上 式 得 


16° x(d)= Due) = (а) 

c| d 
下 面 讨 论 包 括 h(n) 在 内 的 更 一 般 的 反 转 公式 
定理 8.4 车 对 全 体 正 数 x 
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(20) 


cw- Dr(¥) (21) 
其 中 当 [x]= 0 时 ， 右 边 空 和 式 看 作 0 WJ 
о-ө) (22) 
证 明 параша, 
于 xc 人 (和 )= ppo F(a 2)) 
р 


= Е(х) 


其 中 ， 车 ma=k， 则 n|k, 3EE k 遍 取 数目 1]，2，…,Cx]。 
事实 上 ， 


Сх) 


>t оў, у. е ) 


оу" к(—х 
ш =] 


P) t" + нов (Ti) 


РСС ) Zew} -= =F(Ž Je | 


+F (že +RC2)} + F(Z ro +o} 
+ (2) BODEA} +o 


365 


整理 后 ， 显 然 上 二 式 的 右边 相等 ， 并 且 由 ( 5 ) 知 道上 式 右边 
除 第 一 项 = F(x) 外 ， 其 余 诸 项 都 等 于 0 ， 故 上 式 右边 等 于 
F(x), 

类 似 于 定理 8,4 容 易 证 明 它 的 逆 定 理 亦 成 立 С ш 读者 
作 练 习 ) 。 即 有 

定理 8.5 车 对 于 全 体 正 数 Xx， 都 有 


Cx] 
‚ Е(х)= ua) G( > 
FoX (+) 
则 | 
о сх) x 
бю = EF (5) 
定理 8 4，8“5 的 反 转 公式 ， 实 际 上 包含 于 


m=] 


定理 8.6 р(х) = Ут «эгэ 


“н u(n)g(nx), 
证 明 О ЕТ RRES ) . 
则 
У) f(mn x) = ую!) (k=mn) . 


mysn 


ZE alk, k=1, 2, 3， z.e 


o= > тх), 则 由 (5) 得 


m=i 


Y RhRCn)g(ax) = 工人 ton S пах) } 


n=] nal щ =] 
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名 


= 02 пх) 


= У У roto aO) = бо), 
nik k=1 


反之 ， 可 类 似 地 证 明 。 


第 二 节 函数 e(T)， S(m, n), Cg(m), 
S(u, v, n)#lr(n) 


一 、 三 角 和 (trigonometric sum), 


对 任 一 有 理 数 + 三 角 和 e(r) 定 义 为 ， 


е(т) = е2яіт, т = 21, m, пр, n>0: (23). 
当 m=m (mod na) 时， 显然 有 | 
e (a) (5) 
这 是 三 角 和 的 重要 的 算术 性 质 。 
二 、 高 斯 和 ( Gauss” Sum), 
高 斯 和 SCm，a) 指 的 是 | 
п-} „gam п-1 
S(m, п) = уте 290 а = yp (him) (24) 
h=0 


h=0 


ETATE- EN апя 
e( (з га)*ш у 0 а) 


即 ， 当 hishe(mod пу, е (а) (Мн) мш 


斯 和 又 可 写作 
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| h?m 
Sem, ое r (Y z) 


这 里 h(a) 是 过 模 п 的 完全 剩余 系 ， 在 不 会 发 生 混 淆 的 情 况 
F, H h 代表 hn)。 
16° Æa, n?”)=1, W 
S(m, пп’) = Ѕ(тп’, n)S(mn, п’) 
证 明 #h, 分 别 为 过 模 n，n’ 的 完全 剩余 系 H 
定理 3.5 系 1 知道 
H=hn’+h’n 
为 过 模 nn 的 完全 剩余 系 ， 而 


mH:=m(hn’+h’n):?=mh:n’:*+mh’?n: (modnn’) 


(247) 


5{ тп’, п)5' (тп, п’) 
пер О) 


= У: (Lm + Wima 


n’ 


_ p ("атата h“2n2) ) 


nn’ 


- >° (29). S(m, nn’) 


нн. 条 可 乘 性 质 ， 它 在 研究 平方 剩余 
的 理论 中 是 很 有 用 的 ， 
三 、 李 曼 留 振 和 (Ramanujan's Sum), 
李 曼 留 振 和 指 的 是 如 下 的 函数 ， 
Ca(m)= ye。 e ( ^а) 


ъс (25) 
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其 中 h*(q) 是 过 模 q 的 互 素 剩余 系 ， 在 不 会 引起 混乱 的 情况 
下 ， 用 上 代 埠 h*(q). 

我 们 称 p 为 4 次 本 原单 位 根 ， 如 果 存 在 正 整 数 qd ， 使 得 
p'=1， 且 当 0 <г<а в, 01, 

1° 在 q 次 单位 根 中 ， 若 P 是 其 中 任 一 r 次 本 原单 位 
R, Wr URR a. 

证 明 若 P 是 x =1 的 一 个 解 ， 并 且 P'=1,，0<r<gq， 
而 当 0<s<r 时 P 关 1。 因 为 aq=kr+s， 0<5<г, И 

pt=pk'.p'=p'=>1=p'=>s=0==>r|q, 

18° q 次 单位 根 是 形 如 | 

(2) (= 0, 1, =, 9-1) 
q 

的 数 ， 并 且 当 且 仅 当 (h，q) =1e( 2) a 次 本 原单 位 根 


证 明 | 。 (E) - ент 


саве) (УЭ): 
5а юте (В) ое 
有 了 性 质 18*， 李 曼 留 振 和 可 改写 为 | 
Calm) = у р" 


p 
其 中 P 是 过 q 次 的 一 切 本 原单 位 根 。 
Ca(m) 具 有 如 下 的 可 习性 质 . 

19° 车 (q，q’)=1， 则 
Сая” (т) = Ca(m)Ca (m) 


证 明 由 定理 3.5 系 3， 得 
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I ГА 
С.м) Си (m)= У? e (mdt) 
h°(q),h°(q') q q. 


= у e(r ааа) 


= Саз (т) 
在 (25) 中 取 q = п, 8 


С„(ш) = e (+2) 


ia 
《ha) = 


我 们 可 以 把 C,(m) 表 示 为 m 和 n 的 公 因数 的 和 。 
20° С„(ш)= B d 
m „2, 过 T) (26) 
证 明 如果 我 们 取 
g(n)= > F (È 2), Ёо) = > F (2 ) 


ІФ 1<В<їп 
《hn) = =1 


. 0257) 


那 末 (14) 成 为 


g(n)= } f(d) 
dla 


由 定理 8.2， 我 们 有 反 转 公式 
п) = Y'u (2 )g(d) 
n к (r) 


=- {+ (2) > F($) (27) - 


I<a<d 2, 
^ ZG a) Pta ( 2) үн F (4) oo 


取 F(x)=e(mx)， 此 时 f(n)= C.,(m)H0257), 得 
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hm \ fn Halma 


ят 
С.т) = 10) = Уи ()к(дф= > „(4 
i i = (а) d nydim (а )* 
这 就 证 明了 (26 ) 成 立 。 
车 在 (21) 中 取 m=1， 则 C,(1) =k(n)， 从 而 有 
21° (п) = e (1) 
< 
(эг п) = 
四 、 克 和 鲁 斯 特 曼 和 (Kloosterman’s sum) 
克 鲁 斯 特 曼 和 是 指 如 下 的 函数 ， 


S(u, v, n)= e=) (29) 

这 里 为 过 n 的 互 素 剩余 系 ， 并且 hh 是 hh=1( mod n) 的 
解 ， 给 定 h 之 后 ，h 是 唯一 确定 的 ， 

克 鲁 斯 特 晶 和 有 如 下 的 可 乘 性 质 ， 

22° #r(n, n”)=1, W 

| S(u, у, n)S(u, v’, n')=S(u, V, nn’) 
HV = уп’ + v n2, 

证 明 车 hh =1(modn) „h’h’=1 (mod n”): 
д Е 
5(и, v, п)5(и, v’, n’) 


h+ h. + м? 
Ee (1m v u у ) 
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h” +h'n vhn' +v'h'n 
= > el ue» 7 十 7 
an пп 
hsh’ 


uH+K . 
-ia (a) 


其 中 H= һа + hn, K=vhn” + v'h'n, 由 定理 3.5 系 3 知 
道 ， НЧ nn’ 的 互 素 乘 余 系 。 因 此 ， 如 果 我 们 能 证 明 ， 当 . 
H H=1(mod пп”), Æ 


K=VH(mod nn’) (8) 
那 来 (B) 便 成 为 
H+VH 
S(u, v, n)S(u, v”, п^)= Убе тут 
т ( nn’ 


=5(и, V, nn’) 
下 面 将 证 明 (B)。 因 为 (hn’+h’n，nn’)=1， 故 
(hn’+h’n)H = HH=1(mod an’) 
AMH, Bm 
hn’ H=1(mod n)=>n'H= (шой n) 
==> п, Нап, h(mod nn”) (Y) 
类 似 地 ， 可 得 
n2H=nh (mod пп’) (5) 
由 (Y) 和 (58) 我 们 便 得 到 
ҮН=(ул/?+у/'п?)Нкеүц/ h+ v'nh'=K(mod nn”) 
从 而 就 证 明了 (B)。 
五 Kýra) 
我 们 定义 r(n) 为 正 整数 n 表 成 二 个 整数 A,B 的 平方 和 
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n= А+ В? (30) 

的 数目 ， 即 满足 (30) 的 整数 对 (A，B) 的 个 数 。 如 ，0= 02 + 
02, r(0)=1; 1=( 土 1)2+0=02+( 土 1)2，r(1)=4 2= 
(+*1)2+(+1)2, r(2)=4; 5= (+1) +062) = (502)? 
+(+1)2, г(5) = 8 等 等 。 

从 第 五 章 和 第 七 章 中 知道 ， 当 n 是 4n+ 1 形 的 素数 时 ， 
r(n)=8; nn 是 4m+3 形 的 素数 时 ，r(n)=0 

对 于 一 切 正 整数 n， 我 们 定义 xX(n) 如 下 ， 


0, 4 2|а 时 
Х(п) = 1 


(-D2 U, шоа 
如 此 ,对 于 n=1，2，3，4，5,… 时 ,X(na)=1，0，-1， 
0，1。 即 当 a=4m+1 时 ，XCn)=1 当 n=4m+3 了 时，X(a) 
=-1; 当 n=2m 时 ，Xx(n)=0。 于 是 当 n 和 n 都 是 奇数 
时 ， | 
an=) —-у(а-1)--у(а/-1) 


(u= 


=-у(а-1)(а/-1) 
==) ( mod 2) 


1 
去 (na - 1) 
АА ( 一 )2 


1 1 
‘s(n - 1) (n- 1) 
=(-1)2 60-1) 


从 而 对 一 切 正 整数 唱和 na“， 都 有 
23° Х(пп^”)=Х(п)Х(п”) 
显然 ， 若 令 
8 (n)= У\х(4) 
d|a (31) 
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则 由 xin) 的 定义 ， 即 得 


d(xX)=T1(n)~ Ts(n) (32) 
Яі т.п) т. (п) о Ат + ER 4m + 3 形 的 因数 
的 个 数 。 
+Ë 
п=2%, N=2anu =2% [] p II a°, (33) 


这 里 p，q 分 别 是 4m + 1 形 和 4m + 3 形 的 素数 。 若 n 没有 因 
子 q《 或 p)， 则 我 们 定义 v=1, k=1。 
因而 
S(n)=8(N) 
N 的 一 切 因 数 是 包含 在 下 面 乘积 的 各 项 中 ， 

Haaa ap ]IG ra T tas (34) 
偶数 个 4m + 3 形 因 数 之 积 是 4m + 1 形 的 因数 ， 反 之 ,奇数 个 q 
之 积 是 4m + 3 形 ， 而 4m + 1 形 因 子 与 4m+1 形 因子 之 积 ， 
都 是 4m + 1 形 。 故 8(CN) 可 由 (34) 中 用 1 代 pbp ，-1 代 4 而 得 
aj, Вр 

керу 
boao T(E) а 
车 有 -~ 个 s ЖАРЫ, ВО УРУГ, ШШ 
5(n)=8(N)=0 
车 v 是 一 个 数 的 平方 时 ， 则 
8(n)=8(N)= [| (1+) = тр), 

我 们 有 r(n) 的 公式 ， 

定理 8.7 Ж#оп>1, HI 

r(n)=4à(n) (36) 

Ж 把 a 表 成 (33) 的 形式 时 ,车 v 是 一 个 数 的 平方 ， 则 
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r(n)= 40(6) 
车 v 不 是 一 个 数 的 平方 时 ， 则 
r(n)= 0 

这 就 证 明了 第 五 章 第 七 节 的 结论 ， 一 个 正 整 数 n 能 表 成 
两 个 整数 的 平方 和 的 充 要 条 件 是 ，n 不 含 4m + 3 形 的 素数 的 
奇 次 因子 ， 并 且 有 解 时 ， 其 解数 是 г(п) =46(Н) 

如 ， 车 n=7，13 x7，4 X13x7 时 ，(30) 无 解 。 而 n= 
13, r(13)= 4(1+1) =8; n= 13х37? , г(13х372) 
=4(1+1)(1+2)=24;n=13x7x11,r(13x7x11)=0;n= 
7°х11° x132, r(72x112x132)=4(1+2)= 12 等 等 . 

下 面 证 明 r(n) 的 公式 , 由 定理 59 的 系 知道 ， 当 
p= am 21 存在 二 正 整 数 a Tl b, 使 得 

: р=а? +b? 
于 是 可 以 把 (33) 改 写 为 


nefa +n- i)" {a +bixa- bi} Па" казу 


在 第 七 章 中 已 证 明 在 不 计 a，b 的 顺序 时 ，p= az+b: 的 表 
示 法 是 唯一 的 。 因 数 1+i，a tbi, q ÆR) ШИЖ. 
车 

n=A2+B2=(A+BiXA-Bi) 


Г | 
А +Ві= +11) [fa +ыра 
х (a= bi)rs а" 


А - Ві = і а +i) Г (а biya х (87) 
+$ 
t(a+bi)'a} [ase 
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ХН 1-0, 1,2 R3, а, +а, =а, ritrs=rf, Si +5; =S, 
BD as, qs: 是 实数 ， 所 以 s: = s: 5= 25, 为 偶数 , 即 v 是 
一 个 整数 的 平方 ， 否 则 п 不 能 表 为 两 个 整数 的 平方 和 ,我们 
可 设 

y= П qs = П а = к 
由 于 k|A 且 kjB， 因 此 A，B 的 选择 方法 与 因子 q 无 关 。 而 


(37) 的 其 他 因子 中 的 选择 方法 共有 
4(a+1)]] (r+1) (38) 
种 ,但 
1-1 =i 1+1 =i 
1+i 1-і 


都 是 一 个 单位 ， 因 此 改变 积 中 的 a 和 as 而 不 改变 A 和 B С 只 
是 它 的 相伴 数 ) ， 除 了 变数 t 的 选择 之 外 ， 亦 即 积 中 前 
it(1+i)a2(1 -ia 有 且 只 有 四 种 不 同 的 选择 方法 (t =0， 
1，2，3)。 例 如 ，a = 3 有 
{(1+1)%(1-0)#%= —2itti(1-i)= —2i(1-i), 
2(1-1), 21(1-1)нЁ—2(1-1); 
it(1+i)X1-i)2=2it(1-i)=2(1-i), 21(1—-1), 
—2(1-1)яўй—21(1-1); 
{(1+1)%(1-1)=21#(1-1)=21(1-1), -2(1-i), 
— 2101 1)882(1-1), 
ажда i i) де) 


= -9141-1) 
= 901—1), —21(1—1),2(1- і) 
82101-1) 所 以 (37) 左 边 有 旦 只 有 
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4 П (r+1)=4rt(L) 


种 的 选择 方法 。 即 A，B 共 有 4r(&) 种 不 同 的 选择 方法 。 如 
1.(A+Bi)=A+Bi i(A+Bi)= -B+Ai; 
iz(A+Bi)=-A-Bi isA+Bi)=B- Ai, 

ХИТ ЕШ ЕШ: A-Bi, -B-Ai, -A+Bi, 

B+ Ai。 任意 改变 t 只 不 过 把 A + Bisu КА — Bi 换 

成 它 的 相伴 数 。 任 意 改 变 fr: 和 rs: 也 变化 (37) 的 表示 ， 但 并 

不 换 成 相伴 数 ， 故 不 能 从 t 的 改变 来 解析 .因为 


(1+) a-i)" [I {са +ы)гца-Ы)з} 
zinia a-p. 


‚П{а+ь›" (а-ы) } 
是 不 可 能 的 。 由 于 在 RCi) 中 算术 基本 定理 成 立 ， 故 除非 r, 
=r, го = 了 人 * 外 上 式 不 成 立 ， 所 以 A，B 的 值 ， 或 者 说 
п 的 表示 法 共有 4r() 种 ， 这 就 证 明了 定理 8,7。 


第 三 节 ”完全 数 

定义 8.2 一 个 正 整 数 1 的 一 切 正 因数 之 和 等 于 2n BH 
o(n)=2n, ШЖ n 为 完全 数 ( perfect numbers) 或 称 完美 
ж. 

БИШ, 1+2+3+6=2х6; 1+2+4+7+14 +28= 2х 
28 所 以 6 和 28 都 是 完全 数 ， 

古 希腊 毕 达 哥 达 斯 学 派 已 经 提出 ， 完 全 数 就 是 一 个 数 等 
于 它 的 所 有 因数 〈 除 本 身 外 的 一 切 正 因数 ) 之 和 ， 如 6,28 与 
。 当 换 rl 为 73，T2 为 Ti 时 ，A + ВЫНА -Bi 
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4960915001. ЖЕНЕМ, БАКРИ Ж Аа 
数 (excessive numbers 或 number of excess) 数 本 身 小 
于 其 因数 之 和 者 为 亏 数 (number of deficiency 或 deficient 
numder) Ш, 12 是 盔 数 ，14 是 亏 数 。 若 有 两 数 彼此 等 于 另 
一 数 因 数 之 和 ， 他 们 称 这 两 数 为 亲 和 数 kindred numbe- 
rs), ， 如 ，284 和 220 是 亲 和 数 。 KEE, F nX AAN 
o(n)>2n, 亏 数 则 oC(n)<2n， 若 m，n 为 亲 和 数 ， M 
o(m)—m=n, o(n)—- n= m, 
НЛО ОРАЗ AAB. 若 几何 级 数 
1+2 +22 +... 602971 
ZR ЖӘ, Ш(1+2+2#9+-+2°71)2°71=(2п°—1)2°71 
是 完全 数 。 这 样 的 数 后 人 把 它 叫 做 欧 几 里 德 数 。 从 而 得 到 前 
面 四 个 完全 数 6，28，496，8128， 也 许 还 有 第 五 个 完全 数 。 
实际 上 ， 欧 儿 里 德 给 出 了 一 切 偶 完全 数 的 定理 。 
定理 8.8 若 p=2"-1 为 素数 ， 则 
урР(р+1)=2°71(2°-1) 


是 完全 数 ， 并 且 无 其 他 偶 完 全 数 存 在 。 


要 证 明 这 个 定理 需 先 证 明 
引 理 1 #ш=рүр; з, ри", HI 
ст) = _. — a. 
pi 一 1 р2-1 。 p. 1 


证 明 由 olm) 的 定义 知 


абв) = dl+tpit tp )(1+р‚ +++ tpa ) 
dim 


яриж etp) 
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1 -1 2 ~1 k -1 
i ЫШТО? рй 
引 理 2 (ш, n)=1, И о(тп) = о(т):о(п), 


、 、 - В B. 
证 明 2k m=pi epo n=qi eqe, W 


Bı B: 
mn=pi pk. * Qi eds › po Q; 是 均 不 相同 的 素数 ， 


ар+1 ak + 1 
一 1 Pk -1 
e O(mn) = ... - 
p 1 p, -1 
Bi+1 В, +1 
di _ 1 9s -1 
x — 


qi-l — q,-1 
=o(m) ° o(n), | 
定理 8.8 的 证 明 ， ФМ = 1р(р+1)=2°71(2°-1), 则 由 
引 理 1 得 | 
М№ = 2-1 -2-1 , р? 1 п. 
o(N) 002 р) 521° p21 (2 ~ 1)(р+1) 
=p(p+1)=2N, 
所 以 和 是 完全 数 ， | 
其 次 ， 若 a 是 一 个 偶 完全 数 ， 令 
a=2""lu, n>1, 24и 
Ш о(а) = 2а= 2u 及 引 理 2， 得 
о(а)=о(2°7ї)о(и) = 220 


从 而 得 - 

‚ (2"— 1)o(u)=2"u 
° _ 2"u _ u 
... ` о(и)= 525—1 二 也 十 2°-1' 
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但 是 ua ат 都 是 na 的 因数 ， 而 оби) 是 上 的 一 切 因数 之 


和 ， 故 4u 有 且 只 有 两 个 因数 4 Mjo а ERRE а= 
2 一 1， 也 就 是 
a=2 (2 -1)，p=2 -1 为 素数 。 

是 否 有 奇 完 全 数 存 在 是 数论 中 的 著名 难题 ， 至 今 仍 未 解 
决 。 而 求偶 完全 数 的 问题 与 求 p=2 -1 为 素数 的 问题 一 致 。 
由 定理 1.17 知 道 ， 要 a ~ 1 为 素数 ， 必 须 a=2 ，n=q 为 素 
数 ,所 以 关于 偶 完全 数 的 存在 性 ,存在 的 数量 以 及 求法 的 问题 
与 求 默 森 尼 数 〈 指 的 是 M, 为 素数 ) 一致 。 第 一 章 第 五 节 已 
附 有 到 1985 年 9 月 为 止 已 发 现 的 29 个 默 森 尼 数 М, = 2? -1， 
故 已 发 现 29 个 相应 的 完全 数 N,=2°"1(2?-1)， 其 中 p=2， 
. 3，5，7，…，23209，44497，86243，216091 (如 第 一 章 第 
五 节 中 所 列 的 ) ， 对 应 的 Ne= 6，28，496，8128，…. 

近代 完全 数 的 概念 已 推广 为 多 倍 完全 数 ， 对 自然 数 n， 
若 o(n)=kn，k 是 自然 数 ， 则 称 a 为 上 倍 完全 数 。 这 样 ， 
古代 的 完全 数 相当 于 К = 2 的 情形 。 容 易 验 证 120 和 672 二 数 ， 
都 是 3 倍 完全 数 。 亦 即 ，a(120) = 360，o(672) = 3 x672, 我 
们 用 “px 数 ” 来 表示 К 倍 完全 数 。 于 是 

nan=2178540=22.32.5.72.13.19 一 >a(n) = 4 
n 是 一 个 p, 数 。 尽管 多 年 来 多 售 完 全 数 一 直 受到 人们 的 注 
意 ， 但 下 面 两 个 基本 问题 却 还 没有 得 到 解 管 ， 

(1) 对 于 所 有 k = 2，3，4，… 是 否 有 无 限 多 个 pk 数 ? 
并 算出 这 些 数 。 

(2) 是 否 存 在 奇 pt 数 ? 

下 面 介 绍 三 个 已 解决 的 有 趣 的 p: 数 的 小 问题 。 

1° 车 n 是 ps 数 ， 并 且 不 是 3 的 倍数 ， 则 3a 是 p PE, 
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证 明 因为 c(n) =3n，(3,n)=1， 所 以 
a(3n) =о(3)о(п) =4o(n)=4x3n 
这 就 表明 了 3n 是 p, 数 。 
2° 若 3n 是 pw 数 ，31n， 则 nn 是 pst 数 。 
证 明 因为 (3,n) =1, о(3п) = о(3)о(п) = 4о(п), 
又 因 c(3n) = 4k x3n， 所 以 
4g(n) = 4k (32) =>0 (n) = Зп 
这 就 表明 了 n 是 ps 数 。 
3° 若 n 是 p: 数 ，3jn， 但 5fa，9fa， 则 45n 是 p , 数 。 
证 明 ”因为 o(n) =3n 且 na= 3K，3 人 k， 所 以 
o(n)=o(8k)=o(3)o(k) =4о(К) 
BF33, 5, КН Ж, MA 
o( 45n )=0(3°) o(5) o (k) = 40x 6o (k) = 60 х 40(k) 
=60o(n)=60X3n=180n=4(45n) 
故 45n 是 p, 数 。 
定理 8.9 任何 ps 数 都 有 5 个 以 上 不 同 的 素 因 子 
证 了 明 设 n 是 ps 数 ， 其 标准 分 解 式 是 
a =p pa. pg 
由 定理 8.8 的 引 理 1 及 o (n) = 5a， 得 
p%tl 4 p%*l-i pět- 


р.-1 р. ~1 рь ~ 1 


= 5ра1р a ... р“ 


两 端 除 以 a 得 
pi- Cp) pa- PTI p- (рек) 1 
pi~1 pa-l C pl Š 


丢掉 分 子 的 负 项 ， 得 到 不 等 式 


ра, P2 ps мє 
pi 一 1 р: —1 ру—1 | 
如 果 认为 所 有 素数 都 已 大 成 递增 的 次 序 ， 那 来 -也 这 些 因 
тайтай 2, 3, 5, Т, МТ, зор. 
注意 ， 这 个 序列 任何 五 项 的 乘积 ， 都 小 于 头 五 项 之 积 ， 不 足 
五 项 之 积 ， 更 小 于 头 五 项 之 积 。 但 是 头 五 项 之 积 是 了 -<5。 ， 
因此 要 使 上 述 不 等 式 成 立 ， 所 用 到 的 素数 一 定 不 止 五 个 ， 这 、 
就 说 明了 n 具有 五 个 以 上 不 同 的 素 因 子 。 
此 外 ， 下 面 再 简单 介绍 几 种 数 的 概念 ， 
一 。 过 剩 数 ，1944 年 数学 家 爱 多 士 Erd6s ) 和 阿 楼 
古 拉 .( Alaoglu ) 定义 了 如 下 的 过 剩 数 概念 ，。 
自然 数 a， 若 对 于 一 切 kK<na， 都 有 


| am) > об) 
则 称 п 为 过 剩 数 。 
如 ， 当 п=1, 2, 3, 4, 5 时 ， o(n)=1, 3, 4› 7, 6 
所 以 对 应 的 So 1, 2, 4, 7, S. жа, 我 们 看 出 


атайн, SMSK, 下 面 证 明 一 个 十 分 优美 的 结 
ë: 

定理 8.10” 存 在 无 限 多 个 的 过 剩 数 。 

证 明 我 们 把 自然 数 n 的 因子 按 递增 次 序 记 为 d= 
TEE 
序 的 排列 。 它 们 的 和 相同 ， 所 以 

об) = D р 2060 е у а. 


dd dila Ê 
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这 是 n 的 诸 因 数 的 倒数 之 和 。 

34 n 遍历 自然 数 1， 2，3， Ө, 它 可 以 取 一 切 阶乘 mi 
的 值 。 如 果 n=m! „ЯЖ п 的 因数 就 包括 1，2，…,m 的 全 
体 ， 且 可 能 还 有 很 多 别 的 因子 ， 所 以 

om) у lalla lyan L 

n diJa i 1 2 3 m 

这 是 著名 的 调和 级 数 的 部 分 和 ， 当 m 无 限 增 加 ， 它 是 无 限 
递增 的 。 即 ， 当 n 遍历 所 有 自然 数 时 2?) 的 值 无 限 增 大 ， 
OET ao， ШЕЙ оаа -无 上 界 。 因 此 ， 
会 不 断 地 出 现 u,， 使 得 对 一 Wk<a, 都 有 a>r» 这 样 的 
n 就 是 过 剩 数 . 这 里 所 谓 “ 不 断 地 ” 系 指 这 样 的 n 有 无 限 多 
个 存在 。 因 为 不 然 的 话 ， 序 列 41 ,4,，… ,us，… 就 变 威 有 上 界 
了 ， 这 是 不 可 能 的 。 — 
сг .这 个 定理 的 证 明 所 用 的 知识 十 分 初等 ， 结 论 又 十 分 № 
美 。 
` 二、 实用 数 1948 年 斯 列 尼 瓦 生 ( A.K,Srinivasan ) 
定义 实用 数 如 下 ， 
:… ,车 自 然 数 "， 对 所 有 的 к< эб а ватин 
ией, ДЖ п 为 实用 数 。 

。 所 有 偶 完 全 数 ， 都 是 实用 数 . 更 一 般 地 有 | 

定理 8.11;. 一 切 形 如 т=2°71(2°-1)0%, 都 是 实 
用 数 。 。 

证 明 m 的 真 因子 包括 下 面 两 组 数 ， 

A) 1, 2, 22, 28, e, 08-1, | | 

(B) 2-1, 2(2°-1), 22(9"_1)," ТИ 1), 
著 2 -1 不 是 素数 ， 而 是 合 数 ， 则 还 有 一 些 真 因子 。 但 是 只 
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Ж (A). (B) 中 的 真 因子 就 可 以 把 其 中 某 些 适 当 的 因子 加 
起 来 ， 得 到 小 于 或 等 于 m 的 所 有 的 k.。 

下 面 分 三 种 情况 来 讨论 ， 

(1) 车 k 委 2 :， 则 是 (A) 中 某 些 数 之 和 。 事 实 上 ， 
若 把 上 表 成 二 进位 数 时 ， 显 然 

k=ao+al2+az22+…+a 2 7 1 (a = 10 或 1 ) 取 
a= 1 的 数 加 起 来 就 得 到 上 了 ，。 

(2) 若 k=m, 则 k 是 (A) 和 (B) 中 所 有 各 数 之 和 。 这 一 
点 的 证 明 是 简单 的 只 要 把 两 个 几何 级 数 加 起 来 就 可 以 了 。 

(3) Ж#2°7'<К<пт, Ш02°—-1{Е 28, 得 

k=(2'-1)q+r (0<r<2"—-1) 

其 中 a 之 2”! ,否则 k 之 m, 这 是 不 可 能 的 因此， 由 (1) 知 q 是 
(АННО, 上 也 是 (A) 中 某 些 数 之 和 。 由 于 (A) 中 
的 数 都 小 于 2 - 1， 即 (A) 中 的 数 都 小 于 (B) 中 的 任意 一 个 
数 。 而 (2" - 1)9q 是 (B) 中 若干 个 不 同 的 数 之 和 ， 故 上 可 以 表 
成 (A) 与 (B) 中 若 于 不 同 的 数 的 和 。 

更 简单 的 ， 可 以 把 q 及 上 用 2 进位 数 来 表示 ， 并 应 用 
(B) 中 任 一 数 都 比 (A) 中 任 沪 数 大 ， 立 即 可 得 上 述 绪论， 

三 ”几乎 完全 数 。 几 乎 完全 数 就 是 豚 数 中 琢 余 最 小 的 
数 。 即 c(n) - 2n 之 值 为 最 小 ， 取 其 等 1 ， 于 是 几乎 完全 数 
是 指 o(n) = 2n+ 1。 换 名 话说 ， 当 n 刚好 等 于 它 的 一 切 非 当 
然 因子 之 和 时 ， 称 n 为 几乎 完全 数 。 它 可 表示 为 

n=o(n)-n-1, 

但 至 今 尚未 发 现任 何 几 乎 完全 数 ， 

和 几乎 完全 数 密切 相关 的 是 短 催 最 小 的 数 即 最 搂 近 于 完 
全 数 的 亏 数 ， 

o(n)=2n-1=>n=o(n)-n+1, 
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容易 看 出 2"(n = 1，2，3，…) 是 这 种 数 。 事 实 上 
с(2*°)у=1+2++2°=2°*%'—1=2.2°-1, 
“=о(2")—2°+1 

四 “ 半 完 全 数 。 若 自然 a 等 于 它 的 某 些 真 因数 之 和 ， 则 
# n 为 半 完 全 数 。 如 ，12 = 6+ 4+2， 故 12 是 半 完 全 数 。 显 
然 半 完 全 数 不 能 是 亏 数 ， 任 何 完全 数 都 是 半 完 全 数 ， 任何 几 
乎 完全 数 都 是 半 完 全 数 。 看 来 ， 盈 数 多 半 是 半 完 全 数 ， 例 外 
的 情形 是 很 少见 的 ， 所 以 不 是 半 完 全 数 的 盈 数 又 四 做 “ 怪 
数 ”。 三 个 最 小 的 怪 数 是 70，836 和 4030， 至 今 尚 未 发 现任 
人 向 奇数 的 怪 数 。 不 过 已 经 知道 怪 数 的 数目 是 无 限 的 *。 

第 四 节 素数 分 布 概况 

素数 的 分 布 的 状况 ， 是 数论 中 最 有 趣 的 一 个 分 支 。 从 经 
验 中 人 们 提出 了 许多 猜测 和 定理 ， 研 究 这 些 问题 的 方法 亦 是 
率 富 多 采 的 。 

本 节 仅 对 素数 分 布 的 情况 作 最 初步 的 介绍 ,， 为 此 先 复 
3: 

一 、 无 穷 大 的 阶 。 在 讨论 素数 分 布 的 情况 时 ， 诸 无 穷 
大 量 比较 的 概况 是 读者 必须 了 解 的 知识 。 为 此 我 们 先 简单 介 
绍 无 穷 大 的 概念 和 性 质 ， 并 引用 下 列 符号 表示 量 的 变化 状 
态 。 

` ARBIRE Pennsylvania 州立 大 学 的 Stan Benkoski 开 创 的 ， 他 
和 Paul Erdos 合 作 即 将 发 表 的 一 篇 文章 次 明 ， 怪 数 序列 具有 正 的 Schnirelmann 
密度 〈 一 个 自然 数 序列 的 Schnairelmann 密 度 是 А (п) а FAR, AIMARA 
序列 中 不 大 于 n 的 各 项 的 项 数 。 一 个 序列 车 不 含 1， 它 的 密度 是 0 ， 为 了 避免 这 
种 情况 ， 通 常 把 数 1 洪 加 到 本 来 不 包含 1 的 序列 转 ， 对 于 堡 数 序列 必须 如 №, 
DAFNE ПР. ЖЫЛУ Ж Жо.) 


这 就 变 明 用 怪 数 来 馆 自 然 数 ， 这 个 第 子 比 案 数 或 其 他 密度 为 0 的 序列 ,精微 
46” 一 些 。 
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«, О, о, ~ 

在 给 定 的 某 过 程 中 有 一 个 量 x ,如 果 不 管 正 数 A 多 么 大 ， 
在 这 个 过 程 中 都 可 以 找到 这 样 一 个 时 刻 ， 使 得 在 这 个 时 刻 后 
永远 有 1x1 之 A， 我 们 就 说 量 x 是 〈 这 个 过 程 中 的 ) 一 个 无 
JKA. | 

例如 ， 如 果 整 数 n 无 限 地 增 大 ， 则 (-1)"2" 是 一 个 
无 穷 大 量 。 因 为 任 给 A 之 0 ， 存 在 N， 当 n>N 时 ， 都 有 
1(-1)"2"| = 2">>A。 这 说 明了 无 穷 大 量 可 以 在 过 程 中 多 次 
改变 它 的 符号 。 

又 如 ，(1+a)"，a>0。 当 no 时 是 一 个 无 穷 大 
Е, 

P 一 个 无 穷 大 量 与 另 一 个 有 界 量 的 和 是 一 个 无 穷 大 
Жж, | 
”但 必须 注意 ， 两 个 无 穷 大 量 之 和 ， 并 不 一 定 是 一 个 无 六 
大 量 。 如 ， 当 n->oo 时 ,两 个 无 穷 大 量 ( 一 1) "2 与 (一 1)"+12* 
之 和 就 不 是 一 个 无 穷 大量 了 ， 

2° 两 个 无 穷 大 量 之 积 ， 还 是 无 穷 大 量 。 

° 有 限 个 无 穷 大 量 之 积 ， 还 是 无 穷 大 量 。 

4” 如 果 x 是 一 个 从 来 不 等 于 0 的 无 穷 小 Ж, WA- 
是 无 穷 大 量 。 反之 ， 关 是 一 个 从 玉 不 等 1 MENAR 
则 二 -是 一 个 无 穷 小 量 . 

设 {(x) 是 任 一 函数 ， 而 P(x) 是 一 panman 
整数 n ， 趋向 无 穷 ， 或 x 为 一 连续 变数 趋向 无 穷 ). 
еса, гына аа RR 

Е [#0 |<АФ(х) 
ят «иил, wn, апа, маен 

f(x) = О ( p(x) ) 或 { (x) «Ф(х), 


386 


Alt емы ед СА 


Ж 
[f(x) -g(x)|<AP(x), 


车 对 两 个 隔 数 f(x)，g(x) 与 正信 函数 (x) 当 xX»co 时 ， 


那么 我 们 就 说 x 一 co 时 ，f(x) -g(x)《 中 (Xx) 或 


(х) = р(х) +О(Ф(х)у у 


例如 ，sin х1 8 ѕіп х= О (1) у хѕіпхехаў 


x sin х= О(х); х+ѕіпх=х+0(1) 
1 1 


vax? +b = О(х) , її x+ xe x+. 


若 市 (3 -是 一 个 无 穷 小 量 ， 即 


lim Í (x) =0 


1. X> Pix) 

那么 我 们 就 说 ， 当 x->ce 时 ， 

Í(x)=o(@(x)), 

Ф 

lim fO =1 

x— 0 Px 
则 

f(x)~ p(x} 


„і x+ 二 = 0 (x2),. X+ Sin x—x, 


Vax:+bxx 或 


当然 可 以 反 “趋向 无 穷 ” 换 作 “趋向 于 极限 1” 。 … 
例如 ， 当 x- 0 BP, x2= o(x), sin x—x, 1+x~1 


as. изени, MERMET. 


ETRAF ВЕК, ` 
(i) Ф«єФ, Ф.Ф, ф=о(ф), 


Си) fep, фер еру {5=0(Ф),Ф = о(фф) 


==> {= о(0) 


Gii) Ї«Ф, ре ф==>! + реф + E fk 中 中 
= 0(Ф),в=о(р) => Ё+р= о(Ф +p% 
Í, =o(9%4), 
Gi) ~ 中 = ~ X=> p. X, 2 
(v) Фер, фр > ФФ улай), 
(vi) P= =>9+ роф; ф>0ҢФ + p~p 
.. => =0(). : 
下 面 再 举 一 些 例子 。 例 如 ， E x ж— ЖЛЕ, 则 
х®=о(х),х=о(1),1-®х=о(х); 5х+$х®= Ох), 
25іп x= О(х); х+3х? хаа | 
车 x 是 一 个 无 穷 大量 ， 则 | 
x=o(x2), 5x+3x2= O(x2), 1=o(x), x1+ x—x2, 
Ж x 是 有 界 量 ， 则 x = OG), . ЖОКЕ: 
二 “对 数 函 数 (logarithmic function) 
在 素数 分 布 的 研究 中 ， 对 数 函 数 lna x 的 知识 是 必 不 可 少 
的 。 为 此 这 里 对 它 的 一 些 知识 作 简单 的 介绍 ， 而 定义 和 一 些 
初等 性 质 当 作 读 者 已 知 的 。 因 为 


x" x"+1 


esitate tt Tit 
~a ex ~ tx (0-1) el i а" 
х е 5X + Шр 
所 以 当 x— oc, ' фарс 
арр. 99 


кези жаи аткан НК, ‚кй 的 无 
穷 大 的 阶 大 于 x" 的 阶 . 即 - у 
x"= о(е") а, (40) 
车 a 是 正 实数 ， 则 


388, 


а Ox tl) = о(е?) (41) 

因为 lnx еу, ЫШ1лу{ (41 х 

(11у) =0(у) (42) 

即 得 | 
| In х=о(х*^)у(&`>0) (49) 

REZ 1а x 的 无 穷 大 的 阶 ， 此 工 的 任何 正 数 方 次 为 小 ， 显 
然 中 tn x 的 无 穷 大 的 阶 比 ln x 更 小 。 | 


定理 8， “12 民工 ~lnx uD 


| n=1. 


! ` М ` x | x | 
аня уы is 人 H< l< 1+] At aisiaz, 
o ıt 1 үп) 


n=1 т 
„уа > 
.. > ЕТ —In x E 

n=1 _ ке 
аав P 
| l 2 рж dt - 
і ix= ( + ӨГ ， 

m, E 
~ И Г 
НҢ Хах (457. 
证 明 : > 
.. . _ 1 ! : 
`. dim х lim im Н)” она Pax „ү 
l 其 二 的 Z sd 
гах (ш) | Ix PETS z> 
. x - : 
"тағ : 

Zs a(x RRA ; 


t БЇ ОУУ БОБЫ x .L YY ease (х) H 


8050°0 -..96666*0 sez“eys“os 0&9*762°87 8/7°17%Ў08 | 000*000*000“Т `; 

9290"0 …98666"0 | 602*@94°в є1д*в@Р*: 997“T9229 006 “000 00T 
_0860°0 …88666"0 | 0т8* 212*9 168*®16*? 796“91249 000*000“06 

с290*0 -:1666*0 с06*0/2*1 919“68Т*1 209*012*1 | 000*000*02 
6990°0 “p666°0 816“799 L10079 618799 00000007 ` 

2690 *0 +..9666°0 82987 бут“ ?26 EIS‘ BPE `000°*000°6 

Gp20°0 .-1666°0 | — Se0*6PT 878°/ЄТ 886“87T 000“000“Z 

S820°0 —6866°0 82981 28821 | 86p°82 000*000*Т 

0880°0 “8866°0 909° 17 ©01°8© 86617 000°00S 

6960"0 “966°0 0$9*6 989*8 269*6 000001 

92010 -:66°0 1916 129*7 #8156 00009 

6221°0 .86°0 91 9801 6221 00001 

0891°0 «p60 821 SFT 891 000°T 

буш Чоў x" x 002 х 
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ЖЕФ. 可 以 得 到 如 下 的 启示 ， 

(1) 素数 的 个 数 是 无 穷 的 〈 定理 1.14 7 ， 即 当 х->со 
时 ， п(х) о0о, 

(2) 与 整个 正 整 数 的 个 数 之 比 ， kampus. 也 
可 以 说 ， 几 乎 所 有 的 整数 都 是 合 数 ， 即 . . 
当 x-=ço Bls Сю ~ 一 0， | 

(3) анелия онн m 
xli. i~i. 当然 ( 3 ) 包 含 7 了 (1) 和 (2), Е 
„ (4) li КИК к ОЙМЕН, 
(Б) wGO<lix, 

第 五 点 并 不 真实 ， 这 一 点 已 由 里 特 低 德 (Littlewood ) ) 
EPT. (4) 之 被 论 十 分 精深 ， оленин 
证 明 。 Ошо 


което, 100 = ы 1. кзн, по). 
5 ERM SX ШЕ ЫЕ ША, ЖА, нал 


far SG) <А р < к>? ) i КО 


ат, яй o Е 
ж аад ае, 

这 就 是 古典 素数 论 中 著名 的 切 贝 谢 < (Чебышев) 定理， 
定理 8.14 设 上 是 大 于 2 的 任 一 整数 ， 则 在 自然 数 


列 中 一 定 有 两 个 相 邻 的 素数 p ур (р'<р), 使 得 
р-р”>К, : 
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证 明 —m=kI+2, 2|ш, (2+1)| (+1), =s 
k|(m+k—-2), X К>2, K m>2, m+12>3, ©, 
m+k-2>k, Wim,m+1,:- ,m+k-2Jk-14 22 Ж. 
设 p' 是 小 于 m 的 最 大 素数 、 MAT BS RRRA р» 
就 是 大 于 m+k- 2 的 最 小 素数 ， 故 有 

p'<m-1, p>m+k-1==>p- pn nk ; Ë 
(m-1)=k 

由 定理 8.14 知 道 ， 相 邻 呐 个 素数 之 间 的 “шщ” 可 以 天 
限 增 大 。 另 一 方面 又 存在 下 列 素数 对 ， 

3, 55 5, 7; 11, 13; 17, 19; 29, 31; 41, 433 101, 
103; 107, 109; 137, 139; ++) 10016957, 10016959; ө 
10°+7, 10*+9; … 它 们 都 是 距离 为 2 的 案 数 对 。 киж 
жо ЗЕ НЕ C prime twins), жж М 对 
今 已 知道 的 是 ч 

1>000,000,009,649 RI 1,000,000, 0093 6513X PERY 
素数 对 很 可 能 有 无 穷 多 个 ， 这 个 狂 测 亦 尚 未 解决 ‹ 见 第 一 к 
第 五 节 ) 。 又 如 ， 

5, 7, 11; 11, 13, 17; 17, 19, 23; -- 101, 108, 

107; "+; 10014491, 10014493, 10014497, + | 
都 是 素数 。 因 此 有 人 猜测 有 无 穷 多 组 素数 p，p+ 2，p+6。 
这 些 例 子 说 明了 ,从 整个 素数 的 数列 来 看 ,其 分 布 和 情况 是 很 不 
规则 的 ， 人 们 如 何 从 中 发 现 一 些 分 布 的 规律 是 很 有 意义 的 课 
题 ， 这 个 问题 首先 应 归功 于 切 员 谢 夫 。 


"IM 车 a 是 任 一 正 整 数 ， 且 


| (2n)1 
N= 
(a1)? 
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` (л(2п)—хл(п))1лп<1аМ<ял(2п)1п2ц 
证 明 设 
N= П p” 
р:<2п 


是 和 的 标准 分 解 式 ， 则 由 [a] 函 数 的 性 质 (viii)， 知 道 


"5 С8)-5(2). 
Ја2а 9 


У KOR 16Э)) 


(因为 当 z >[ 12 tas " ] 时 ，pi>2n>a ) 。 ато (i ) 


(Jsi. в 


(Ep ln2n 1n2n 
Sio aK: > Ыы бутт J Inp, 
r= 


“ laN= J аар YX'In2a= <(2n) ln 2a 
рі 2а рі 2а 


男 一 方面 ， 车 п<р« 2а, H] p| (21)! (p,n! ) = 1, 
因而 p|N， 故 


inN > у 1ар> аа У r= ` 
п<р<2п ; n<p<2n 


= (л(2п) —x(n) ) Inn 
这 就 是 证 明了 所 要 的 结论 。 
现在 来 估计 ln N. BD 
引 理 2 若 an，N 的 意义 同 引 理 1 HJ 
nln2< lnN< 2n 1n2 


证 明 AANE C +x 的 展开 式 中 x" 的 系数 ， 故 
М№(1+1)2% = 922° 
另 一 方面 ， 


N= 2n (2n ~ 1).. "(n+1) 
п! 


СЕЗЕ 


把 上 两 式 取 对 数 ， 即 得 引 悍 的 结论 ， 
定理 8.15 А x 2 时 ， 
2.72 —<xG)< 5 ат 
CER GO 当 n>6 时 , Фп=[ 5], ха 
a>, ATAI, 2, M 
пон земав паз Nan le > ау 


хт. Ж С?, 62 中 的 最 大 值 是 Tag T> 因此 当 
2%х<6 BJ, . . . 
1 x —1 6... Кур 
5 Тах <- 5 Тах, KIKD б 
即 (47) 中 前 一 个 不 等 式 成 立 ， E: 
GD шж, 2 ЖШ .,: z 
(л(2п) яй) 1а п<1п N<2n la? 
Ш п=2' 代入 上 式 ， 即 得 . СОЕ 
г(7(2'*+1) -л(2') ) 2+1 ав 
° 因为 In 2 =0,69315, Іа 8 = 1.09861， ia6=1.79176， вы: 


6 1.5 _ 
Таб < 1.79176 <1. 


ШШ 
б} 


1 
5 


由 于 л(2'*!)<02', WA 
(г+1)т(2'*1)—гл(2°)<5$2'®!+х(2°*+)<83,2' 

任意 给 定 一 个 正 整 数 m， 把 r=0，1，…，m ~1 依 次 代入 上 

式 ， 得 到 m 个 不 等 式 ， 把 它们 两 边 相 加 ， 即 得 
штл(2=)<3(1+2++++2°7')<33х2" 
3522 时 ， 有 一 确定 的 正 整 数 mn， 使 得 2” < x<2", 


于 是 十 <-1"®, юш 


lnx 


TCA2m) 21. °3+2°<6-1п2. {5 «5 ү 
Каз 定理 得 证 ， 
| 这 个 定理 实 际 是 给 ант, ИЛ ХТС 
А, =+ А, =5 的 情况 ， 由 定理 8 .15, 立即 得 到 


к 几乎 所 有 的 正 整数 都 是 合 数 ， 即 
хх) 
ЖАЗЗ = 0 


Tax 


lim 
x> со 


атша, «рака твы. «ЭЛЕШ 
数 ， 所 以 系 里 的 x 亦 可 看 作 是 通过 实数 而 趋 于 无 穷 ，， 


: 勒 让 得 和 高 斯 犹 测 的 素数 的 进一步 性 质 ， 即 著名 的 素数 
定理 (prime number theorem ) а 


Га х н 
这 个 猜测 ,直到 1896 年 ， 才 由 法 国 数学 家 阿达 玛 (Hadamard) 
ЖИВЕЈ НАЕ de la Vallée poussin ) 同时 得 相 独立 地 
ЖЕЕ ИЖОК ИН ЖЕШЕТ. 19494, ЖК (Н C Sel 
berg) 和 爱 多 士 (Erdss ) 才 分 别 给 出 了 素数 定理 的 初等 证 
明 (参考 华罗庚 著 《 数论 导 引 》 第 九 章 )。 


中 国 数学 家 华罗庚 和 吴 方 给 出 了 比 素 数 定理 更 精确 的 对 
x(x) 的 估 值 。 若 用 函数 


.. z dt 
Lix= |, ш 
RE ， 可 以 得 到 
4 
- т. 
|а бх) -Li х Вхе A (In ln х) 


“目前 更 准确 的 结论 是 


[] 
A 


3 3 


Тасо - Li хі B xe -AGnx)Š., Са lax) 8), 


这 在 目 Т кл. янлы ниви, 


+ +e 
ln(x) ~ Li x|<B х? 
其 中 B 是 充分 大 的 常数 ， 是 任意 小 的 正常 数 。 
名、 тїй 《 Berttand ) 假设 
| ”这 个 假设 的 证 明 首 先 由 切中 谢 夫 给 出 ， 
28. “16 MBER C Bertrand” с postulate), 对 任 
一 实数 x21, # (x, 2x) 中 必 有 一 素数 ， Ut 4 
为 了 证 明 上 述 结 论 ， 先 证 : 
51381 当 n 之 5 В}, 


2" <С2<42" 


тас a 
“эз 


y 
Da 2 3 4 5 2п-2 2n-1. 
zR a e T E a Sra түз 
2n 2n a 
22° 
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.. 1 os <Ç, 
2n n 
用 数学 归纳 法 证 明 (49) 的 右边 不 等 式 
A, ” 当 n=5 时 ， 显 然 有 
C3,=252<256= 1. . 919 


В, C, <2 M 
atl (п)|(2п+1)(2п+2) ов < 
Cacaso 7 (nl):(n+1)(n+1) < 40 < 
re 1 
| <, 2 f 
引 理 2 设 b>10， Ш. 


П p<2* | 480» 
10<р<Ь 


证 明 用 {5} 表示 之 & RHR. Н 


-fb =} bl .... bl ... 
ра стт а{ " 
HJ a Sa Soa, 并且 | | 
a 
由 于 两 端 都 是 整数 ， 故 有 | 
asa 7 О фу 
设 m 是 使 a。 之 5 的 最 大 整数 ， 即 aufi<5 。 又 由 (51) 
得 аш<10, Н 2a,2Zb, {йт й] 
an<T<2a， айы_1<П<2а„_,, +з, a <T1<2a, 
整个 地 掩盖 了 隔 间 10<msb 故 


J p< П p I pb П р 


10<р<Ь а <p<2a, a < р<2а, am<p 委 2am 


260+ 1) 
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由 引 理 1 知道 


n 2(n-1) 
[I р <Cn <2 
n<p=<an 
`. [I p< ta, leta "b 
10<р<Ь 
b b 
< (7 ++ ta саз 
这 就 证 明了 引 理 2 。 
513903 证 明 ， 
П 18.89% | П >» (52) 
n<p=<2n p'<<2n<p't1 


证 明 ”因为 素数 p 满 足 n<p 和 2n BF, р|@в)|-, {Н 
р#в| , W p Cs 


КА П р 1С, К Co aii 
n<p<2n | : 
С р К 


(087-8060) < 


这 里 的 + арааран, E R 2 
边 的 每 一 项 背 <1， 故 | 
Сы! П per. 
| p 魏 20<p 
这 就 证 明了 (52) 的 后 一 式 。 а 
31884 р, Нр>у?п, Mpc. 


证 明 由 (52) 的 后 一 式 知道 p 在 Cu 的 标准 分 解 式 :中 出 
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现 的 次 数 r， 最 大 的 可 能 是 p'<2n, 而 p*>2n, 所 以 
p 2 Су 


BES {л> 


i 
?to 2а 


Ош [1 $52п<3р<3п, PUE (2п) 1 :中 仅 能 出 现 p 


AZAT, ое рТ, ИЛЕС, = ОЬ 
中 不 可 能 出 现 p HEF, W | 


pico 
азе mi ийн, 


定理 8.16 的 证 明 -由 上 而 请 引 再 知 尊 -在 ca zn 中 出 现 的 
XH p 有 


C, < II р п р оп» р 
O RKV осы She 


„= ПП e Пр П p 
о pgn м <Р<Ё в a<p<2zn ` 


ЖО) Ж (50) 及 上 式 知道 当 п;>50 T "Ул 210 
вә, 


294226408 р р Is< 


Уп <р 2а a<p<2p . 


> 


А ` . . vin. —n , ， . А ~, 
<en) ls M po oo (53) 
п<р<2п 


今 用 反 证 法 ， 若 在 n 与 2n 之 间 无 素数 ， 则 
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27 4 . En 
029 <n) Eta 一 > 28 (2а) 
当 n 充分 大 时 ， 显 然 (54) 是 不 成 立 的 。 
今 具 体 算 出 (54) 成 立 的 确切 范围 。 
G) 当 n21 时 ，n 委 2 1， 事 实 上 ， 当 n=1，2 时，: 
n21, M n=3 if, 3<2°; 可 设 п<2°°', Ја + 062"! 
PICTI ERTE = 2" арр), 


visi (54) 


D 当 a>50 时 ,由 GD 得 | | И 
2n= (8/20) < (08/20) +1 jeg Жо 
= 2500010 сш | I в) 
NRA D RIKZ 2n 10250) ш. бакр 
аа + Zim 
2n<(2n) 9 * 20 <( Ун ) 
8 


2 21018 + 1872n «ож xvii = g VOD 


ЕЖЕ ДИНИН aa naa) Ë => 00 Ë <2 —> a < 


2 "20 = 4000 的 关系 ， 也 就 是 说 (54) 仅 当 mn<c4000 时 才 


йл. спб, ЖЖ — Ж Жр, ЖЕР 
n<p<2n, а 
о)! ' 34n<4000B$9, KAERA 

2,73, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 631, 1259, 
2503, 4001, (56) 
后 二 个 素数 都 小 于 前 一 个 的 互信， 对 于 任 一 п,1<<п<4000, 
都 可 在 (56) 中 取得 一 个 大 于 n 的 最 小 素数 p,p' 表 示 p 的 的 前 
—Ж, ЙЛ 则 
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р'”«<җп<р<2р/<2п 
因而 定理 得 证 。 
这 个 定理 实际 上 有 一 个 等 价 命题 


Ж 若 p. 是 第 5 个 素数 ， 则 对 任意 的 7 都 有 . 
Р,+1<2р, 


对 于 定理 8.16, 有 的 书 里 (如 H.W .的 <An introduction 


to the theory of numbers 定理 418) 先 证 明 当 n2>2° = 512 
时 ， 必 存在 素数 p， 满 足 


п<р<2п 


ТШНДЕ mn 和 512 的 情况 其 证 法 同 (iii) озюм 

MA 平面 将 对 [nn,2n 里 素数 的 数目 作 一 估计 l 
r REBR8.47 当 nz 工时 ， METIER a f Б, в. ы 

ыл. а аа х(2п) =al) < Вр А 


Еи. 从 (48) 中 知道， ELER BRA арди 


由 (53) 和 (55) 知 ， є п2>4000 ( n<4000 时 ， 定理 显 
然 成 立 ) 时 ， с Š 


> сз лаз 
Rr. m g 


22-52 -а+уйп › 
П рь? (2а) ` n 
n<p<2n 


en О zuga: Tn ` 
>2 3, VAV -9 8 (20 -A28 48 MY 


2 Е rule 


E Sera 
1 (2n -19(2n) 3) 2 ,, 1 1 
—n( 1-2) =n 
.. <... 82720 
‘>2 бз pga O sg гар 
由 上 式 及 аа 
л(2п) —m(n) ` f 
П p< (2а) 


n<p<2n 
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可 得 


209 C a ren ae 
=> 1я2<Сх(2п) —ях(п)]1п2п 
= (2а) -a(n) > + n 112, п_ 


o ` In2n 60 Inn 
C2lnn>ln 2n) š 


取 a = 122 即 得 (57) 左边 的 不 等 式 


定理 8'16 虽 已 证 实 了 员 特 关 猿 测 的 真确 性 ， 但 此 定理 的 
精确 度 不 高 ， 精 确 度 更 高 的 结论 已 超出 本 书 的 范 转 . 寡人 猜 
B: 在 n :与 (a+1): 之 间 必 有 一 素数 存在 。 这 是 盖 个 尚未 解 
кими. 

贝 谢 夫 定 理 。 这 是 初等 数论 的 一 条 比较 重要 的 定 
ж, жаят «соТ. Жу 十 的 平均 信 的 侧 数 同 阶 ， 
即 е 
定理 8.18 RH) =J t, 当 n>2 时 ,， 则 Q 


{=2 
1 H(n) 
< л(х)————<6 
证 明 本 定理 之 前 ， 先 证 三 个 引 理 。 
引 理 1 当 上 之 0 时， 有 
л(2**1)<52* 
证 明 由 于 大 于 2 的 偶数 都 是 合 数 ,，9, 15，21 等 也 是 合 
数 ， 故 当 х>өв, (х), 又 
r(2) =1= 2°, л(4) =2=2', п(8) = 4= 22 ` 
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引 理 2 当 1>0 时 ， 有 
+1<H@D)<]! 
证 明 因为 


H(2!) = ++ (4-+4)+ (++ +++) кө 


25 °2*° 2% T 93 2! 
1\1; 
+-и)=% ; 
СЕСЕ 
11.1 .1ү | 
<+ 7)* (1+ 4 titt) 
1 Y. 1 
(а) ра, 
2 + 1<H@D<I 
引 理 3 | | 
II ple RC, П р 《58) 
n<p<2n р" 2п<р'*1 . i 


证 明 ЫС, 001, рп, 2а) PNRA 
pln) HE pnt, 下 (58) 的 第 一 式 成 立 。 
(在 cz, 中 p 之 方 次 数 为 


AE SEE -])< rcp! Sanep) 
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ННН Ст, О О8) Б, ` 
定理 8.18 的 证 明 ， 由 引 理 3 知道 


д" ла). II p<C;,,< II .. PR 


п<Їїр<2л р'<2п<р'*1 
< (20) "9 (п>1› WK 
又 因 
Ca Ü 2n(2n- D (0+1) 
2. n(n— De | 
= 1 ү. 8 .. п-1 >27 
аба) о) а) 
H, 
> ` mE HDs осш ам 
аа _ | 
¿ оз 
um (а), rm (2221) (60) 


&n=2 К=0, 1› 23у ге, n ` 


„= лаб» k+l 


<2? 
k+l smig 
И <2% +2) (к>0) 247 
部 得 ы 
k+ 
(ка 5 ath DEG 1, арас) 
13 34 


由 (61) 及 引 理 1， 得 a en i 
(k+1)x(2**1) ~ kn(2:) <2 + aa. ebt (k >0) 
o k=0, 1, 2, +, k, 而 将 所 得 的 诸 式 相 加 ， 得 
(+1) (2091) 3029 +21... + ку зерні (К;>0) 
(62) 
AM 


由 (61) 及 (62)， 得 
1 ЛМ 1 2 k+1 
2 kIT <= DTT (k>0) 
< n 是 大 于 等 于 2 的 整数 ， 选 取 k 使 
экы п <C2k+2 (之 0) 


由 (64)，(63) 及 引 理 2 ， 得 
9k+2 92k+1 
п(п)Фл(2+2)<34 


及 
кеу, 1 21 _1 с дю? 
1 Dr+2 з 1 n . 
25 Нону > 8 H 


(65), (66) АЖ] n> 2 都 真 。 故 
1 Н(а) — 
g <x 0517746 
定理 8.19 34 n> 2, A 


ШЕ 4 n2 њр, 2 

n ("dto 
ln 了 | ‚© 
由 窖 理 8*“18 及 上 式 ，- 得 


当 n> 4 R$, 由 


n 
ют «ерту 6 Ha): . 
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可 得 


In lina 
6 > x(x) —2 > л (х) 2___ 
п п 


从 而 得 
09 >, 


Тав 


ш n= 2, 3 的 情况 ， 因为 : 
2198-0 ено), 


11а2= 0. 3466<1 = Н(2), [ 


所 以 上 式 对 пр 2 都 成 立 。 
六 ”表示 素数 的 函数 — 
定理 8.20 有 一 个 实数 = 存在 ， 若 信 


«=а,, 2 =a, .... а.а.» ++ заа 
则 Са, 2 常 为 一 素数 。 | 
` ШЙ 今 用 归纳 法 作 一 素数 的 数列 {p,}， 
Жр, = 3， 由 定理 8"16 知 道 有 一 素数 p... 适合 орзу 


а?а <р,.1< р... +1627)! p 
29р t1 +1 ЕК 
Epei 1 ， 则 pu, 27° жакда ук 

r 


有 2" -1 的 因数 , Ж 


20" < +1 <2 
{ЕШ 2 为 底 的 对 数 ， 并 定义 


(n) (п-1) 
log x =log ” (log x) 


pst+1 
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作 数 列 
u,= log po v= log (р„+1) 


р„<О1о&р„+:<1о&(р„+1 +1)<р„+1 


Ca+ 1 (a) ` (m Я 
一 >unti=log pati=log 1068р, +12108 та, 


且 | УУ 

《 D 

v= log (po+1)>>log log(pori +1) = miog 
(Pari +1) = аа, ` 


即 u, 是 一 个 递增 序列 ，， :是 一 个 递减 序列 ， ваза 


在 ， 使 得 
limu,=a Ru,<a<s, 
nw 
亦 即 
| p.<a,<p,+1 
НЕ 22 fa =p. 24 


常 为 一 素数 ， 其 中 a。= 2 

七 ”等 差 级 数 中 的 素数 

在 第 一 章 习 题 18 中 兽 证 明了 形 如 4n — 1 的 素数 有 无 穷 务 

。 一 般 地 , - 若 《(a,b》=1; 则 形 如 an+b(n2>0) 的 素数 
аи, ЖЕФ 4 89 ik HL ® 3 ( Dirichlet ) E 
理 。 其 证 明 方 法 比较 复杂 ， 这 里 不 作 介绍 ， 读者 若 有 兴趣 可 
参考 华罗庚 著 《 数论 导 引 》 第 九 章 。 下面 仅 证 明 它 的 一 些 特 
例 。 

WR а;>0, Ь;>0, AMEH, 对 任意 这 实 的 a,b， RA 
一 个 an+b( n>0 ) 的 素数 存在 ， 则 狄 里 赫 来 定理 已 证 明 ， 
事实 上 ， 若 有 一 个 正 整 数 na， 使 得 

an+b=pi(>b) 
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为 素数 ， 次 以 ap | 代替 a, 又 有 一 个 正 整 数 n,， 使 得 
арп, +b= ps(>p1) 
为 素数 ，ps=a(pin1) +b 亦 是 an+b 形 的 ЖЖ. 依 此 类 
推 ， 则 形 如 an +b 的 素数 的 个 数 无 穷 。 
定理 8.21 车 >1， 则 有 无 穷 多 个 形 如 kn+1 жк 
存在 。 
由 前 面 的 分 析 ， 村 证明 本 定理 ， 只 要 证 明 ， yk €N , 
“人 1 都 有 形 如 kn + 1 的 素数 存在 就 可 以 了 。 
+ ЖИ - ` А, | ырас „ШЙ 
因为 аш т, t=0, 1, a ТТИ к 
Ж, 5 | 
FO) = П -en) 
(t, n)=1 | 
ЛЯН t AIR HERRAR. 显然， 若 n 为 过 模 
k 的 一 切 正 因子 时 
xk-1 = Е, (х) 
пік < 2 
ЖР, “上 式 笛 边 的 每 二 个 根 都 是 左边 的 根 ， 反 之 六 : 太 边 的 
ЛОВУ ННЯ ( 根据 定 还 3ib: 案 2 知道 
于 РО ESRAR ВЕН ар У СА а 


к le Бус = x= л, Е, К) = х+1, Pa 
2 4 і а ik 
= 人 Xe мәте нле, Fe(x) =(х-е* ) 


бош x 
vorh 


ө Бш С 


) = x2 41, к 1 = F,GOF, GO Fs (x) 
F(x). & 


(х- е 
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х*—})=Е,(х)С,(х) 
其 中 G,(x) 是 诸多 项 式 x"~1 (nlk，n<<k) 的 最 小 公信 га 
式 。 并 且 是 整 系数 多 项 式 *。 如 ，k= 6 时 ，G6(x) =[ х-1, 
х®—], x —-12)= (x- 1) (x+1) (х2+х+1), 而 Po (0 
二 X2 一 和 一 1. 
车 整数 хә +1, ШИШ 
К,(х)С,(х) +0 | ИТТИ 
为 了 证 明 本 定理 ， 先 证 | ОИ 
5181.  Ж1<п<к, п|К, 整数 xs +1, w 


КЕЕ 


Е ке nd, хте y, WJ ` 


РА h 
ont 


yey 
= =! У КЕ 
= й(той у) О бое 


к а 
Y (х°-1, х ст) Ону +D =з] 


x" 


| EE CS ARMIE +1, ЩЕ, о) С, о), 的 公共 素 因 
+, QJ k S. ” 


证 明 BERA pCO, боо), Wi U 
p|G,(x) =>p| П Е Де, >k Ж а |a <k 使 得 
p|F,(x) =>p[|x"-1; - ,， `“ e, (68) 
”高斯 ( Gauss ) Жа MOO RAER EEGA i oO 
f(x) =g(x)h(x) : Со 

这 里 g(x)，h(x) 是 二 有 再 系数 多 项 式 ， наа k. = Ж 


Px) = Үр(х), goy = 上 һ(х) 
都 是 整 系数 。 即 f(x) = (x) 中 (Xx) 为 二 整 系数 多 项 式 之 积 。 


次 由 


k 
р|Ё,(х) ==>р|— sH 


zL =>p]( х'-1, 521) 
С (вўд) АШИ 1 9 plk. 
定理 8"21 的 证 明 ， 令 工 = 上 7， 则 | 
F,(x) G(x) = x: -1= (ky):- 1=-1(modk) 
(69) 


可 以 选择 适当 的 7， 使 得 
Кү(х) + +1 
因为 Fi(x) = 上 1 只 有 有 限 个 根 ， 故 这 种 选择 是 本 能 的、 
F(x) 中 至 少 有 一 个 素 因 子 pyp 不 是 G, G 的 因子 ， 砍 
则 由 引 理 2 知 F.(x) 的 一 切 素 因 子 都 是 k 的 因子 ， 此 与 (69) 
HALTE. 换言之 ， 对 于 任 一 上 的 真 因子 n, 都 有 适当 的 
x， 使 
x" 午 1 (mod р) : (70) 
但 是 ` | ОЮ 
| xt=1 (mod р) (71) 
“现在 证 衣 к|р- 1. ЖЖЖ, ЖК» яте, 
使 得 
. бур- D=sk+t(p- 1) 
即 对 于 n= (К,р-1), 则 由 费 马 定理 及 (71)， 得 


xa z% tt- 1) 


= (х*)*, (x) t=] (mòt p) © `i 


RITA -M p==1 (mod k), 亦 即 有 一 形 如 kat+1I 的 素 
数 存 在 ,这 就 证 明了 定理 。 
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У Юй 
l. 证 明 ， 一 个 完全 数 或 至 数 4 的 任何 倍数 ma, ш>2, 都 是 


2. 证 最 ， 气 数 的 任何 因子 都 是 亏 数 。 
3. 证 明 ， 若 p 是 素数 ， 则 p "是 亏 数 。 
4。 证 明 ，G(n) 是 奇数 的 充 要 条 件 是 n 为 平方 数 或 二 信 平 方 


5。 欧 拉 定理 ， 任 一 奇 完 全 数 一 定 具有 形状 n =р*&®°154%, 
(р, 9) = 1， PERRA. 
6. 证 明 ， 形 如 OD6n ~ 1, Osn + 5 的 素数 是 无 穷 的 。 
7. 车 x 之 a 时 ，{ (x) 是 一 个 递增 非 负 函数 ， 则 当 Ы>а 时 ， 常 有 
> œ- |: { (x)dx|<{E) 
a[n a 
证 明 ， na le ?tin} пе rl, 


9。 Wta Riemann Zeta function) 指 的 是 和 式 


© 
с) = уз 2. (s> ° (1) 
п=] 
更 一 般 的 s=a+it(c> 1 和 t 是 实数 )。 则 
© 
， 1 
G) tos- $? б> 1) (2) 
пеј 


со 
. 2 
如 5(2)= У 2-17, A, MER а, È 20) Жаз" 的 信 
n=1 


=L — 
E. ой, ССО лб, 一般 地 


22371 Вт 
20) = 2" 2a 
Eln) ТҮП 


其 中 Bo 是 贝 努 利 ( Bernoulli ) 数 。 
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1 


Gi) = [I 12р (8) 
р 

Gib to = -+00 КТ 

Чу) Лав (ә) =la +00810 | 《5) 

(эу, 1а | 

ME = уа "00 (6% 


ЕЯ 
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第 九 章 ”二 元 二 次 型 


本 章 主要 介绍 二 元 二 次 型 的 基础 知识 ， 证 明 T 判别 式 
d=b: -4ac 是 相似 变换 下 的 不 变量 ， 并 探讨 了 间 二 d 的 二 
次 型 的 分 类 问题 ， 引 进 并 借助 克朗 里 克 符号 讨论 了 x:=d 
(mod4k) 的 解数 。 在 第 三 节 对 斐 尔 С Pell 5 方 竹 明 最 小 解 也 
作 了 初步 的 介绍 。 最 后 还 给 出 一 般 二 元 二 次 不 定 方 程 的 解法 
以 及 计算 二 次 曲线 上 整 点 的 数目 的 简单 方法 ， сз: 


第 一 节 .二 元 二 次 型 的 分 类 ,下 
ур 给 定 整 数 a，b，c， 二 次 齐 次 多 项 式 SE; 
F= F(x, у) = ах? + bry tcy? е 


МУХАММАД 


或 简称 为 型 ( form ) 、 д, ъ, J 082, #й 
d=b*- 4ас 

时 做 型 (1) 的 判别 式 ( discriminant ) 。 

| 注意 本 章 所 指 的 整数 都 指 有 理 整 狼 . 当 b 是 ы Р 

d= спой), заан, | d=1 (пой), i 


t л 


РЕ Сант, Е | 
证 明 (i) 车 d= анак ш. 
аха + bxy + суга (x+ 2. у) - Ey 

. =a (z+ P= ку) (х+ bik ЖУ 
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27] 


= $ Сзах + (Ь ~ К)уЈС?ах + (h + К)уЈ 


Ж а=0, ЩЕ = (bx+cy)y. 
Gi) Жах? + ху + су? = (гх+ѕу)(ёх+иу), W 
a=rt, b=st+ru, с= 5и ==> = b? – 4ас 
从 而 - d=b?-4ac= (5+ ги)? -4drt.su 
= (5-ги)? 
ШЕ ,下面 假设 ， d 不 是 平方 数 ， 
ум 61). Fdo, a>0, W 
4aF = (2ах + Ьу)? + (dac — Ь?)уз сос 
=(2ax+by):-dy: (2 
因为 ~ d>0， 所 以 对 于 任意 整数 zx-，y， 都 使 F(x，y) 之 0， 
мН х= у= 06, FO, 0) =0. Ж 0 ЈЕ 
сте definite form). . 
‚М - 1585 48, 即 得 定 正 型 ， кке. 
аяа тае form ) 。 
(2) #4;>0, Ш 


Е(1, 0)=a, F(b, -2a)= -da o 63) 
# азо, СЗС ШЕ со Шо о. 
F(0, 1)=с, ЁЕ(-2с, Б) = -de (3 
的 二 值 一 正 一 负 。. боа Н 


Фа=с=0в, FO, D=b, FO, -1)= b, 也 是 
—1Е-- 4. й дров, ЖЕ ЛАР ЕЕ ЙН, 因此 称 
此 型 为 不 定型 ‹ indefinite form), 

定义 9,2” 若 有 一 整 系数 变换 

全 rX+sY, 


y=tX+uY, TTS] ч) 
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Вр 


г 5 (47) 


| х -| rs X | | 
у ta | Ү P 
变 F(x，7) 为 G(X，Y)， 则 称 上 与 G 相似 ( similar 》， 记 
作 С 


{щш 


F~G 
жже | ”| 而 变 为 G. 


… 具体 地 ， 车 要 把 = {9 b, oj 经 变换 (0 而 变 为 G- 
{a bis с,), ЖЧ он 


全 
、 y е» 


„Бү. 


х ЕК гі 
Е = (х, у) 2 2) (х, ааа | 
b y su 


2 ` E | 
| b: | . . с Е 
ран а. 一 r. 
Я jy rt 2 ге} X J i 
eo G=(X, |] b | НЕЕ С 
а К 


| ат? + brt 十 ct? 
= (X, Y) 
= drst3b(rutst)+ etu 


ars + +b(ru +st) + ctu 


На 


= as? + зи + сц? 
ЕС =8;, X? +0, ХҮ+с,Ү? 
чы. 
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а, = аг? + Ыг + сі? 
Ы, = 2ars + (ги + 51) + 2сфи = 2ars + (1 + 250) | 
+2ctu 7 ' (5) 
с, =as? + bsu + си? 
由 (5) 及 (4) 即 得 
bi —4аус,=Ь®—4ас=@ 


从 而 得 到 ЕЕ 

定理 9.2 ”相似 二 型 的 判别 式 相等 О 
-二 星 意 ， 定 焉 9:? 的 道 命 题 不 真 。 例 如 ，{1，07 9902, 
2，3} 的 判别 式 相等 ， 但 不 相似 ， 因 为 “… : 

2=r?+5t? 

2 = #5 + 101и 

3=s2+5u2 : 
无 满足 ru - st = 1 的 整数 解 。 

又 若 4<0，a>0, 则 at=F(r 0 Ж ЖЕ 0, K 
ai 之 0， 所 以 也 是 宗 严 型 的 。 同 样 地 ， #F3E SA m R 
则 G 也 是 定 负 型 的 ， 若 F 是 不 定型 的 ， 则 С 也 是 不 定型 的 。 
故 得 

Ж 二 元 二 次 型 径 相似 变换 ， 不 改变 它 所 属 的 类 型 。 

定理 9.3 相似 关系 是 一 个 等 价 关系， 即 它 满足 ， 

1°F~F, 

2°F~G=>G~F; 

3°F~G, G~H=>F~H 

这 个 定理 的 证 明 十 分 简单 ， 留 给 读者 来 完成 ， 

从 定理 9.2 及 9.3 知 道 ， 可 把 d 相同 的 一 切 二 元 二 次 型 依 
照相 似 来 分 类 ， 同 一 类 的 诸 型 都 相似 ， 不 同类 的 二 型 不 粕 
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`Y: 


as Ф 


似 。 此 外 ， 当 同一 类 的 诸 型 作为 整数 环 上 的 二 元 二 次 M Ж 
时 ， 它 们 的 值 域 都 相同 。 事 实 上 ， 若 G~F 且 G(X，Y) ек, 
则 k=F(rX+sY, tX+uY), 
下 面 将 证 明 ， 这 样 的 分 类 方法 其 类 数 是 有 限 的 。 ` 
定理 9.4 ”车 按 相似 关系 把 型 分 类 ， 则 每 一 类 中 至 少 有 有 
一 型 适合 于 
рыба е 
Em Аннан, WERE 
个 型 {a，b,16} 的 系数 ,都 坷 以 用 另 一 个 型 {a。，bo; ev) 的 
系数 按 公式 (5) 表 出 ， Ña (mb, c) 可 由 (ao, bas co) 
表 出 。 
ао хо 的 系数 中 绝对 值 最 小 的 一 个 ， 


任 给 类 中 的 一 型 (ao b. 6), ят шттз[ к 


IT] =1,. 使 得 {ao， рр». снет 变 为 {a b”, с/},. Hk (5), 
的 第 一 式 得 


а=аңг*+Ь, rt+cot? 


Н (r, t) =1 (因为 fu- st=1). н i Е 
o . [ КВА А a рав 
ы. : Е 0 Де ЕЗ е 
把 {a， b”; суара, Б, J. HONTRE. ; ha 
ЭЕ bs z 2ah +b’, j Р 
可 到 千 当 的 整数] ， 使 得 ыт 
|\Ь]< а] 


эк, 当 a>>0 时 ， 要 a 之 b = таъ + br => h 4 


数 ， 当 a<0 时 ， 要 a<b=2ah+b/ 一 > ETA 
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Ву с0(#с=0, M|d= b: 是 一 个 平方 数 ， 与 假设 
FPE), 而 c 可 由 {fa， b7，c/} 表 出 ， Bía,b”,c7) 5 {а,, 
b。，co} 属 于 同一 类 ， 此 外 {a，b， oal PEL {с› 
-~b，aj， 然 后 由 lal 的 最 小 性 ， 可 知 |c| 之 |al。 

lbl 和 lal 委 lcl 

定理 9.5 ” 按 相似 关系 把 型 分 类 ， 对 于 任 一 给 定 的 6， 
дакан. 

ШН G) 车 d>0 (不 定型 )， ш езш. 48 

lac| >b? = d + 4ac>4ac => ac K0 
x 
742464 [ас = -4ас= 8-64 |а| 0 


再 从 定理 9 “йш, [|< Ч, 故 a 与 b 都 只 有 .有限 个 可 能 


性 ,前 c= 卫生 ш д па енг, 所 以 对 给 定 的 


d, RABAR. 
cii) # do (定型 ). . 设 a>0， 由 定理 多 4 知 


-d=4ac -b>4a? -b>3a? оа M 


WAEI, a, b, “都 只 有 有 限 个 可 能 性 ， 所 以 对 给 


еш аш: 
定理 9.6 d=b: -4ac<<0， a>0 的 型 《 WEN ARR 
等 于 集合 


. -a<b<a<c R 0 <b<a = о (6) 
AKO (а, b，cj 的 组 数 ,- 


F 
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证 明 а) 由 定理 9， “4 知道 ， 在 一 类 中 至少 有 -型 适合 


ИГҮ м. 


-a<b<a=<c (7) 
因为 定 正 型 的 a，c 常 为 正 ， 故 (7) 比 (6) 多 出 下 列 诸 型 ， 
-а=Ь, а<с; K -a<b<0, a=c 
下 面 证 明 
{а, -а, c}~{a, а, Cc} 及 {a, ~b, a}~{a, b, a) 
а, -а, сат! | | 而 变 为 (a， а, с}; 而 {a ~by 


зс, b，aj， 故 得 任 一 类 中 必 有 一 型 适 
合 (6)， 
GD 今 证 明 ， 其 中 任意 两 个 适合 (6) 的 不 同 的 型 都 不 
相似 ， 即 要 证 明 ， 若 适合 (6) 的 
Ҳа, b, с) а", b’, с) 


则 a=a’, Ь=Ъ/, с=с’, І 
ара a’ <a, N Ñ `Je (as b, c} др (a", bz; 07), 
шж — | 


a! = аг? + brt+eta | (a) 


Ь/ = 2ars + b(ru + st) + 2ctu | aes (В) 
由 ka) 及 (6) 知 ， Б ие аат 
араг >ar art] tat? = a(r] - ежа . 
| alrt] © 
.. |rt]<1 осы D ИЕ А 


# {г = 1, а= в/у BM, 介 rt= 0, ягой: Ë= 
0， 此 时 

a2>a'>a(r*+tt)2>a==ba=a 

先 设 сў>а, Atso 和 否则、 由 于 ct*>at*, WIG 
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a>—ar*-alrt| +at2=a(|r] — {2 +alrt|2za, 
Вр a>>a， 这 是 不 可 能 的 。 故 t=0，ru=1， 由 (8B) 得 
b’ =2ars+b=b(mod 2а) (8) 

又 因 -a<b<a 及 -a= -a <b’ Ka sa, NM b, b’ RE 

模 2a 的 绝对 最 小 剩余 且 不 等 于 -a。 于 是 ,由 (5) 知 b=b/。 

НО) з= 0， 再 由 (5) 的 第 三 式 知 c= c, 
同样 的 方法 ， 若 c/>a'(=a)， 亦 可 得 到 b=b'，c= 

с^. ` 

最 后 ， 若 a=a'=c=c'， 则 
b= tb 

БИН Ь2>0, b'20, #b=b, | | 
注 ， 对 于 不 定型 的 情况 ， 证 明 比 较 困 难 ， 这 星 不 作 介 

А. | 

| 由 定理 9， "4 知道 每 一 类 中 总 存在 一 个 满足 |bl<lal<lc| 

的 型 {a，b，c}, 由 定理 9， "6 知道 在 这 样 的 型 中 有 且 只 有 一 个 

满足 条 件 (6)， 我 们 把 满足 (6) 的 型 叫做 已 化 型 ( simplified 

form ) 。 即 每 一 个 定 正 型 的 类 中 有 且 只 有 一 个 已 化 型 。 
例 9.1 证 明 d= —48, а>0 时 ， 有 且 只 有 四 个 类 ， 
证 明 ”由 定理 9.5 的 证 明 (ii) 中 知道 ， 当 d= ~ 48< 0, 
| — 2 

a>0 时 ， m a< 19124, 又 由 定理 86 及 c= 一 二 之 

a， 得 到 下 列 四 个 已 知 型 : 

‚ (Ü, 0, 12), (2, 0, 6},: {3, 0, 4}, {4, 4, 外 
同样 地 ， Sy 
例 9.2 给 出 0< -4<20 的 一 切 己 化 型 。 

解 ” 可 按 上 例 的 方法 把 这 些 已 化 型 列表 于 下 ， 
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ЖЕ, d=b?(mod4), 而 {0}，{1} 是 模 4 的 平方 剩 
Ж; {2}，{3} 是 模 4 HEDERA. 故 满足 0 二 ~E<20 的 
d= -3, -4, -7, -8, -11, -12, ~15, -16, -19, 
-20. Е 


第 二 节 ”克朗 里 克 符 号 


本 节 主 要 引入 克 衣 里 克 符号 ， 并 应 用 它 的 性 质 玉 探讨 二 
KARA 
х?=.( mod 4k) 
ЮК, ЖОР k>0, (4, k)=1. 
定义 9.8 设 4=0 或 1 Cmod4 ) ， нажать 
m>, ELME ( Кгопескеёг ) те(&. улг: 


(2) -= вни, жрд, С 


($) 1, .着 d=1( той 8), 
-1, #d=5(mod 8); 


k 
($) = П (5) ж" = П», p 是 素数 。 


从 定义 9,3 可 以 看 出 ， 克 朗 里 克 符 号 是 把 第 五 章 第 三 节 
的 勒 让 得 符号 推广 到 p= 2， 并 且 当 m 353 时 ， 引 用 雅 
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可 比 符号 日 推广 到 p = 2( 即 允许 m 为 偶数 )。 定 义 9.3 有 下 
列 性 质 ， 
1° d 0, #(d, m)>1, 
Hes Ж (4, т)=1, 


2° #m,D>0, m,>0, H 


(ав) С): 


слан #m>0 Ст, 02-1, MEMAR ФӘ 


(у. Ta, #4 是 奇数 Е 
(Hena ra э (m 中， 车 &= 290, 2ju 


< (8) 


хе). (2). (пужен. 


证 明 (i) 车 4 是 奇数 ， 即 а= 1( mod4), ш ж 
Xos, EMS RETRA SERS", 得 


: „ые. 1 ‚вс: | 
. (D "= р. (m) чә 
(4)- ofa k. d=4k+3, К (o) 
grii 1 ,了 1 
(Ж) (ШУ) 
за: akti, 20, ` 
є m= ту ЖИ CHV, 61), m+ ) 62), 
因为 当 d = 8k + 1 时 ， r GG 4 d = А; 


G) G)-- 
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ви (2) = (5-) (—)=(4) (чп) ба) 
综 上 所 述 ， маі 是 奇数 ， (4, т) = 18, 
(z) ба) 
GH) 970= 200, 80 4=0( тойд), ЖЫР 2, 2 也 ， 
因为 (d， m)=1, Шта, XA КОЖЕ], (D) 


= (—1)*, Ий 
(б (ш. 
. #u>0; | 
G Є ДЕ )- (а KAVE peon) 
Е “© ) э а) | 
Иг | Hulo. ЭИ? 
затея, НИЕ 


Ж щиро, (d, m) = 18, 


695 Сата). 
ии маваши, ия. т, (9: (a) 


ч л) мз) 
ща = 2tu 为 偶数 时 ， 其 中 .b 之 2 Au, Ж по t 


33 


— 
FS 
К 


rb m 
8 _ 2 2 .— 

= (- 1) ( 1) (l * 
u 


(ш + 4102-1 7 р 
=D ° ? s my" 
因为 +11 m? А. b+ (282и т + 2282) 
(22), каня SE Ba. 
d | d ү. 
. (= 5) ар) _ 
此 系 更 一 般 地 说 明了 “分 母 ” КЕГЕ m 同 余 的 


任 怀 数 代 荐 m 时 ， 克 朗 里 克 符 号 的 秆 不 变 。 
由 定理 6.7 及 定理 7.9 的 系 ， 立即 得 到 


ила азе )лан н-на 


ж. 
定理 9.9 8 m2>0, n>0, m= À-n(mod|4|), 则 
Е КЕСА е 

ОЗ (С) жао, гар. 
证 明 ыз” 


(4 )= (a а) б. 15)” ($ Jat d 
A пи, HEM, # 
484 


141-1 
191 -1үү-1ү_ 
ЭБ (! а) = (а) 0" 
-| 1, #400; 
71-1, #4<0, 
而 当 4 为 偶数 时 ， &d=2u, 25и, 222, 则 由 定理 9.7， 
得 


ul АЕ _ 
(а) = (а) 0" i (г 
ua a Е со ў] 


u 1 
-(-1)? (s Jon? bg 
_| b # d>0; 
-7 车 d <o. 
故 得 定理 。 
定理 9.10 设 K>0，(d，k) = 1， 同 余 式 
xigd(mod4k) — С ар 
的 解数 等 于 Е | 
(8), 
fik 


其 中 人 为 过 的 一 切 不 包含 平方 因 于 的 正 因子 
证 明 (i) 车 d 为 奇数 ， Ш4=1‹тоё B (á, hap 


Wa, 4k) = z1. Ж 4&=2 pie эрк , &2= po OE > 
由 定理 4.8 知 ，(11) 等 价 于 同 余 式 组 


z=d(modp )(i=0, 1, =, k) a1’) 
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RT 表示 (11/ ) 的 第 i 个 方程 的 解数 ， 则 (11) 的 解数 工 ~ 
TuT,…T。 又 由 定义 9'.3 及 定理 5.6、5'7 Жі, (117) 各 同 
余 式 的 解数 为 

2, #pi=2, а@‹=2; 


(1+ (4—)), Жр =2, 012223 
1 ($) 车 р:>2. 


TGRC) 


di) B d 为 偶数 ， MW d= 0б шой), É k 为 奇数 ， 


而 : : 
x?=d=0 пом) 


有 二 解 ， 
x*=d( тойру! ) 


有 1+ (Syre. 


显然 ， 若 < 是 (11) 的 一 个 解 ， Е 的 一 


+Ë, #8 
С md ák) ` 


HUR 
eok GD) 中 增加 条 件 <*<2k Hs ODRE жа Ы 


(т ). 
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SEP Eix -dy =H 
不 定 方 程 
күлө Е 
- йу? =1, 0< 11 <V d | 《12) 
其 中 аял уйленш анинин. 以 及 
Жж ( Pell ) 方程 的 最 小 整数 解 的 问题 。 
定理 9.11 车 把 v 立 化 成 连 分 数 
ма = Са, а, ++, ans as] 
则 存在 二 整数 Pas Qas 使 得 
a, = d ЕР. 
qa 
-证 明 今 用 数学 归纳 法 证 明之 ， 


A) 当 n= 1 时 ， asly d), a= 


, pa = 4( той qa) 


AiE, Kadu 9 5Y aaa 
з, BP: =4сшойа,), 
В) 设 存在 二 整数 po aR 


= <q t P=, р“ =4(тойа,) 


。 ч а ў 


由 于 Qa = аа» 一 一 9 今 要 证 ， 存在 二 整数 p, Pasi» К 


V d +р, Qasi 2 
£ En S anag + Дажа. d- 
Qs aati wd + pn n+1 及 p | 
=:0(modq,. ,) (a) 


亦 即 只 要 证 ， 存在 二 整数 Pa+1° qa IE 5 


d + Papo+1 = аа+19.ра+: + Quqata (b) 
Pa + Pası = да+1Ч« (c) 
4— ps. i =0(modq,, 1) ҮЛ (а) 
Cb) = pası x(c) 得 О 
d- рї, = qadası =0(mOdqas 1) | с (@) 


因为 适合 (d) 的 Pasi» qs+1 亦 适合 (a)， H pratet (4) 
就 得 到 等 式 (b)， 所 以 只 需 证 明 有 二 Ж р... s dn 适合 
(c)、(d) 就 可 以 了 。 

由 (c) 知 道 ， 应 取 pori = aot1qs Pas 并 且 有 


ps=ps+i(modqs) 
由 归纳 法 假设 ， 由 d - pss=0(modq) 得 到 4 - р“, ,=0 


(modqa), 从 而 存在 Фан В d- pasi =9.+10:, 
:这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
定理 9.12 SARRE `: 
-dy?=(—1)"g, . (12) 
都 有 解 ， 其 中 а жзне ИШ. 25 
#l1=(-1)qa <и, Nj 
-dy:=1 ‹13) 
没有 解 。 | 
证 明 由 第 一 章 等 式 (8 知道 
aaPa t Pui _ Р.( d + p.) + Pa ga 


va = О» + Qui Е QG d +p.) + Q,. q. ‚ 
由 于 d 是 无 理 数 ， 故 得 


Pa = Qsps + Qo_1ds (e) 
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dQ, = Papa + Ps_1qs (£) 
Pace) 一 Qlf) 得 


р? ~ 40° = (Р,9,..-Р...0,)а. = Da, i 


ED 0598 n 个 渐 近 分 数 的 分 子 与 分 母 (P.y `Q. ж (12) в 
一 个 解 。 这 就 证 明了 定理 的 前 一 部 分 。 | 


由 定理 1 “6 的 系 知 
р (10% (-1) res 
а= бу + —; => 一 一 z 
п Qi H n Q. 
(~ 1"! _ 
Q Qua +Q (g) 


其 中 四 -= Car +, алян милек. 并 且 由 
Q,>Q,_ (n=2, 3，… )， 得 І I i 


Q, 1 ч ол Й К 

Q ka к = o W 
ару G) ESM : : : : мї б, ЛОН 
| = as БВР —-- = са, "е а,» Вэ | | 7 (i) 


中 的 -是 a 的 渐 近 分 数 ， 则 其 充 要 条 件 是 : B>>1。 
м B> 18, BA Р,/О. жан а ЖӘ, В 


В = а. = Laari» anta’ J, 


#о<В<1, Ш. 
Са. "SET +c, c21 
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即 


a= Cars *', а, +6, J 
Bg = Cais v, а, 1 不 是 a ТУЖ, 


是 2 的 源 近 分 数 的 充 要 条 件 是 B 之 1 , 换 句 话说 ， ‚яй 
B 1 改写 为 


ii р _ | e = P, | 
(ii) же Са ‚ aal О? HE _ 
Фе, = а?а рд, 9$=(-—1)°7!, 0<e,<1 

ДЕР Ж о 的 渐 近 分 数 的 充 要 条 件 是 


| Q. 
“м e , < Q, + Qa: 
unqoy, жаяа ‚ ЖЕ 


Je-2 
MEDA a NEAR 
Aan BERMEA 415 C- 1779. 时 ，(19 
有 解 Po Q.), ТИВ n ИЛКИ. 并 且 
从 证 明 过 程 可 以 看 出 ， 对 于 v Е тия, ， 都 有 

Р5-40%е(-1)°а, 

HF HEUG DHII T, 所 以 要 证 明定 再 的 后 
Ж, ЛЕШЕ, 当 
|p? -dqt |<V T 1 3 
时 ， 全 一 定 是 的 一 个 浙 近 分 数 就 可 以 了 ， 更 一 般 地 对 
于 任 一 一 正 实数 w， a>1, 3 
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[p° -a?q?|<a (p>0, а>0) 
时 ， 《是 a 的 一 个 渐 近 分 数 就 可 以 了 


令 a:q:-p2=8ga，5= +1, 0<0<1, ЖР = Са), 


a = б, MJ 


. 
` 


50a 
aq 一 P =a tp (k) 

А _ һу баа _ 000, (уа 
“ €= 5д(ад ~ р) adip aQ, + P7’ б=(-1) | 
由 (ii) 知道 ， 只 需 证 明 

0aQ， Q, 

sQ. + P. ое; 
或 ta(Q+Q。 ,)<aQ, +Р, (1) 


就 可 以 了 。 当 = 2 8, H-F0<0<1, Qi =1, 而 000; = 
баа < <p:， 因 而 ， 有 ta(Q: +Q, Sakr #Р, 


SEREN 
aQ,-P,<a(Q,-Q,.,) (n>2) ' 
则 问题 便 解 决 了 。 | 
由 第 一 章 第 (5) 式 知 ，Q.= a,Q, I +Q. ,>Q +1, 
且 当 ay>1 时 ，aQ。+ 了 P,>1， 即 


_ 1 80 
Q, Q,.,>1> «О, +P, >ü. + P, (m) 
AS (m) B ДО, асое 
900, Qaa- О -=aQ,- P. 


这 就 证 明了 定理 的 后 一 部 分 。 
919-3 d=7, ax=wvd=-wv7-[2, 1 1, 1 4) 
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б о jil? 


„— 


_ _ G P +P, _ баз+2 S a -7+l 
4 п= 3, а a Q. +O, 2% +1 a3 3 , 


Ёр. =1, q. =3, ЙК 
х2 - ту? = (一 1)s3 
ЖЯ х=5, у= 2. 
# n=7, а, 
k x=82, y = 31 是 
х®-7у*=(—1)?3 
的 解 。 o> 
定理 9.13 Bv d = (а, azs tts а,, ар, зы, 
anl, #n>s H | 


Pi -duQ:=(-1)*q。 


则 
Pa -dQarnm=(—1)" tq, 
证 明 由 于 v d 的 循环 节 之 长 为 t+， 故 
Qa = ann =V d t Pe -yV d + Pa+1t 
q, Ча+и 
由 定理 9.12 第 一 部 分 证 明 的 过 程 可 知 ， 本 定理 是 正确 的 ， 
下 面 将 讨论 著名 的 裴 尔 ( Pell ) 方程 
—-dy*= +1 ` (13) 


”由 定理 9.13 知 道 ， 任 给 非 平方 的 正 整数 4， 必 有 一 个 整 
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Жа, fE : 

-dy2=dq (14) 
有 无 穷 多 个 解 。 BRONH CX, yi) 用 mod|q | 来 分 类 ， 
当 xi=x(mnodlqly) 且 ysy ( mod|q] > 8, (х, 
yi) у(х}, yi) 属于 同一 类 。 记 作 

(xi, у) =(х), y;) Стой |а|? 

这 样 的 类 共有 q? 个 。 所 以 必 有 一 类 其 中 至 少 有 二 解 。 即 存 
> уї>бу х,20, у,20, х, х," 

| 1 -dyi = x -dyi=q BR (х), y1) = (x,, у.) 


< той|д| ) 
定理 9.14 裴 尔 方程 
-dy?=1 © (15) 
# y +000 
х= 22 I dyiy a. у= e ХУ: `; (16) 
q q | | 
其 中 (xl Yr) = (x,, у, ) ( mod|q| ) Ë (14) 60 WA 


解 。 
证 明 (i) 先 证 (16) 的 x, y 是 整数 。 事实 上 ， 
хх, —dy,y,= xi- dyi =q=0 ( той ||) 
ху, —Хуу==хуу, – х,у: = 0 той |9]. )- . 
(ii) ЖИЕ yas, W И 
х,у,-х,у,=0 
由 于 (x,， yi)= (x,, у,)=1, 因而 xi = x:， У.=7,,. X 
与 x 二 x; 的 假设 矛盾 。 
(їп) 最 后 证 明 (x，y) 是 (15) 的 解 。 事实 上 
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а(х? –- ду?) = (х,х, -dy,y,.)2—d(x,y, ~ ху) 
=(хї- ду )(х;- ду) 
=q? 
x*-dy?=1 
Hemmi CORR = г" 
分 数 ， 且 存在 4 使 得 ( D = 1, Дф, =P +P. 
定理 9.15 设 n 是 使 (- 1) q, = 1 的 最 小 正 整 数 ， 用 形 
式 x+ywd 来 表示 (15) 的 某 一 个 解 (x， у), Й 则 这 个 解 可 由 
下 式 得 到 : | 
къуу = *+(P,+Q, TD, 120 
证 明 因为 (P,，Q,) 是 (15) 的 一 个 解 。 用 
&=Р„+О„/ d 


表示 。 显然 E>1， 且 0203880588. WX k, £ 


EsP,- QT ШЕЕ = Р1-401=1, ВЕ! (ЕЕ = 
= 1, 
当 x+yw 了 是 (15) 的 一 个 解 时 ， 就 有 一 


:ZE +(х- yv d) 


因而 只 和 需 证 明 (15) 的 任 一 解 x+ywd , х>0, y>, 都 可 
以 天成 


х+уу d=E"(m>0) 
就 可 以 了 
i x>0，y>0，(x，7y) 是 (15) 的 一 个 解 ， 则 
х+уџ d>1 
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必 存 在 一 整数 m， 使 得 
&©х+у а <"! 
Bp 15Ё7"(х+у d KE 


5 
Etty Т) = (хоу d Xx+yZ d) 
=Х+Ү/ d (а) 
因为 vd 是 无 理 数 ， 所 以 | 
(х,+у/ d )XXx-y/d)=X-Y/ d ` (B) 
(x)，(B) 的 两 边 相 乘 得 
X?-dY?=1 


即 (a) 亦 是 (15) 的 一 个 解 ， 今 设 
1<X+YvV TLES LE KIX YV ДУ"! 
=X-YvE<i 
2X=(X+YV/d)+(X-Y/d0>1+t"1>0 
У =(X+Y/4 )-=-(X-Y/d)>1-1=0 
因而 得 到 
X:-dY:=1, X>0, Y>0 . 
且 由 (a) 及 (a) 的 前 一 式 得 
1ї«<Х+ҮУ М <P, +Q v d 
因为 x=w1i+dy: 随 7( 之 0) 的 增 大 而 增 大 ， хуа 
随 y 的 增 大 而 增 大 ， 因而 从 上 不 等 式 可 得 Y< 之 Q， RASP 
Ee EN Bv d 的 渐 近 分 数 ， 这 与 n 的 最 小 
性 矛盾 ， 故 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 只 能 Хави = 1, В 
X=1, Y=0, 
由 定理 9.15 知 道 x* -~ dy* = 1 都 有 解 ， 并 且 P,+ Q. Z+ 
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是 它 的 最 小 解 . 但 
-dy?= -1 (17) 
就 不 一 定 有 解 了 。 例 如 ，x’ 3у2 = -1Ж#, WMA x*=0, 
1(mod4), їй x2-3y2=ex2+y2=0, 1, 2(mod4), ЗЕ 
-1Cmod4)， 故 无 解 。 这 个 例子 说 明 ， 一 切 d=3(mod4) 时 
(17) 无 解 。 
系 1 车 (17) 有 解 (xe，y。) 则 由 
xi+yivd=(xo+yowd) 
АЕС, y1) 是 (15) 的 解 。 
R2? 若 (17) 有 解 ， 则 
-dy*=+1 
的 一 切 解 可 由 
+(P,+ Q,.,/ 4)! 
给 出 ， 其 中 n 是 使 ( -1)"q,= - 1 成 立 的 最 小 正 整数 。 
系 的 证 明 留 给 读者 完成 。 
第 四 节 ”一 般 二 次 不 定 方程 
一 般 的 二 次 不 定 方程 
ах®+Ьху+су*+йх+еу+їЇ=0 2.018) 
令 D=b? - 4ас, #р =0， 则 以 4a 乘 (18) 式 得 
(2ах + Ьу)? + 4айх + 4аеу + 4af=0 І 
此 类 不 定 方程 的 解法 也 比较 容易 ， 我 们 令 2ax +by = tt 则 上 
式 变 为 | 
t? + 2dt+2(2ae>bd)y+4af=0 
. (t—d)2=2(bd— 2ае)у +d? — 4af 
先 由 同 余 式 
(1+4) 2 =d? – 4af(mod2(bd ~ 2ae)) 
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求 t， 次 求 Y，x 就 得 到 (18) 的 整数 解 。 
9030, 002398018), 4% 
ар? x? +bD?xy +cD?y? +4р?х+ерЕ +10 =0. (19) 
4 
Ох= х” +200 - с, Ру = y! +2ae — bd 
代入 (19) 得 ош 
` a(x’ +2cd – Бе)? +b(x? +2cd —be)(y! +2ae-bd) 
"s (yi Zae ~ bd)?+dD(x’ +2cd -be). 
+eD(y’+2ae— bd).+{D?=0. :i 
即 ax’? +bx’y’ +ey’?=k : (192) 
其 中 Е . . .  _; | 
К = а(Ье-2с4)* + b(be-2cd)(bd—2ae) ` | 
` +ce(bd ~ 22ey? + aD(be - 2ed) + eDeba — ey ба 
+ID*=a(be - 200)? + Ъ(Ъе — 2ed X(bü - 2ёеу 
+c(bd ~ 2ае)2( той ||) Í 
所 以 (18) 是 否 有 解 ， 依 赖 于 ( 19/ ) 能 否 适合 
x!'=be-2cd, у/ =4 -2ae (той|р |) (20) 
的 解答 ， 换 言 之 ， 求 一 般 的 二 元 二 次 同 余 式 (18) BS WE BJ Bj 
题 ， ннн ш 因此 
归结 为 求 形 如 ( 19 ) 的 方程 的 解 问题 。 
定义 9 ,4 ， 整 系数 二 次 不 定 方程 
ax? +bxy +cy?=k (197) 
中 d=b*-4ac( 注意， 这 里 的 d 不 是 (18) 中 x 的 系数 dE 
一 个 非 平方 数 ，(a，b，c) = 1， 若 有 (x，y) < 1 的 解 时 ， 这 
个 解 叫 做 719“ ) 的 ВЕ 约 解 C proper solution) ЖЕ. 
(197) 中 的 上 车 是 负数 ， 则 可 把 a，b，e 改变 符号 ， 
使 右边 的 常数 项 为 正 ， 而 不 改变 d 的 值 及 a，b ，c ҥЖҖ 
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性 。 故 下 面 假设 k EER. Ë 
定理 9.16 # x, y 是 一 个 既 约 解 ， 则 可 以 崔 一 定 出 二 


整数 s 及 rr， 使 


xs 一 yr=1 ою 

及 I=(2ax+by)r+(bx+2cy)s .. (a) 
适合 | ОС} 
Bd (mod 4k), 0<1<2k (22) 


证 明 ”由 定理 1*12 知 ， (21) 有 和 解 r。，s。， 且 其 一 般 解 是 
r=r,+hx, s=s;+hy (h=0, +1, £2, +) 
ти? . noo 24 


1= (2ах +Ьу)г, + (Ьх+9су)5, +2h(ax? +bxy + cy). 
=1, +2hk 


由 于 有 唯一 的 整数 h 适合 - I< ~ у 故 有 唯一 的 h 
适合 0<1<2k. 又 
1: =((2ax+by)r+(bx+2cy)sJ* 
= 4(аг? +гѕ + с52)(ах? +bxy +cy? ) 
+ (2 ~ 4ac)(xs- yr)? 
=4k(ar? +brs + с5®) +d=d (mod 4k). А 
O RALI 车 (x1，y1) 与 (xs，7s) 是 (19”) йит 
同一 的 1 的 两 个 既 约 解 ， АЕ 们 之 间 有 下 列 的 关系 ; Уза 
2ax, ++ уц Е а 
2  e=[(2ax, +(b+ DY, шен ) (23) 
дей» | ' са 
—=@ц®=4 L o: (24) 
namna. 反之 ， 若 (xx， У.С а, : 则 
由 (23 ) 所 确定 的 (x;，y:) 也 是 (19/) 的 一 个 既 约 解 ， 昌 有 
相同 的 1 。 
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CEPA- 169+ хед) (IAPA- zkq + xue) 
CAPA 29 + хед) (IPA 人 +TqTixEg) ° 
CEPA- '£q+ xe) (TA P A + '£q + xe) 
(CAP + Дд+ хер) (Кр Л-да жад) = `“ 
=- -一 yet | 
Р(х — *ХТхуей—#АТХр—(#Хд+ XT) AAT 1087) 
вр 
ГУО xek xei RATAD ат EEC AE aD) р 


T= 


ap ATI ° трасу = ¿Up — 71 
к калы е Е O мт 
© (шуш (п оз) 
SCA бт) CCOA ӨхуНЄ с 63068 ERKELA DACE х) ху 
J/C 47x- 241ху- =n 
(92) ҳег/С%414р- ("q+ txezZ)(' éq + T 
HSZ) 1 5 
319 "862 За BBC 61) 3-4 — t€ Bí ИЕ ЗЯ GDR — ZCA 2х) 
‘CA “ху ШШШ EKER EEZ, КИ | р гш 
FEGE ат ¿Wa | МЫМ “ЖИИ ЗШЕ УЫ ану A 
HHRH “1 100600): З ВЧ АС yki — 每 T) ERRET EX 
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故 (25) 满 足 (24)。 然 后 用 


(Зах, + Буу +V ДУ) (2ах,+Ьу,-— Aro оз) 的 
(2ах, +by,- V dy.) (ах, +byz +v d y. ) 中 


ша ， 就 使 等 式 成 立 。 事实 上 ， 上 式 的 分 子 是 用 视 x 

法 十字 乘法 ) 分 解 因 式 ， 分 母 І 
дак = даҳ? +4abxiy! + 4асуї 

` =(2ax,+by,)2- (V d y.) 1. É 

= (Сах, +by, tv у) (ах, +Бу МУ). ы: 

《六 次 证 (25) 中 的 t，u 是 整数 。 由 (ca) 5з * 

2аху tby, = (2ax tbyi Nsix ~ riy1) i; 

` = (2аху +Ьу,)81х1- ly, + (ху + 


р +2cy1)S17， с 
= 2ksi = ly,== ly Стой 2k) — . (Ву 
由 于 (xse VOREN EF 1 АЕ, U 
_ 2ax; +bys=- ly, (шой 2k) = (Cy 
y:(B)+yi(Y) 得 、 . : ош Í 
2a(x,y,- хау) =0 (mod 2k) | р T а ЕЁ АЫ 
(+оо оз 


| (b+ D(xiys ~ xay )0( шой 2k) 
сере i adk ©” СЕЮ Шат, rs Ө 
结果 相同 > 故 同 法 可 得 . 


п а 


2e(xiy, – хау) =0( той 2k) 5 
(b-l)Xx,y; ~ xy, )=x0(mod 2k) ` К ` 
(2а, Ъ+1, 2c, b-1)= (3а, 2b, 2c, b +1)<2 
Б x iy: ~ х,у, =0 (mod k) 
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EP u 是 整数 。 由 (24) 知 t2 =4+du: 亦 是 整数 ，(25) 中 的 tÆ 
有 理 数 ， 其 平方 是 整数 ， 故 + 亦 是 整数 ， 

引 理 2 具有 条 件 (23)、 (24) 的 (197) 的 两 个 解 
(xl，y1l)(xz，7ys)， 必 有 如 下 的 关系 ， 


x = TDU = cuy, 
(26) 


У! = aux; лау, 


BEX, y DÆI RBE, (fis S DE PCa, Yı 
时 ， 则 有 关系 


r = Ebu rı 十 CUS1，S3 = аын, (27) 


的 (r:，sz) 对 应 于 (xs*，ys)， 并 且 (x*，y:) 亦 是 (197) 的 
既 约 解 。 
证 明 itt?-du?=4 H О 
2axl+(b+wvd)yi=[2ax:++(b+wdf)y3] 


(+x d )=> Qax, жу) +y d 


= (atx +, у, (акау | 


bt + аи һи ++ 


==>2axi+by = ах, + 2 Уз,уз=ашху+-—ь——у, 


由 于 t， ч 是 适合 (24) 的 二 整数 ， 若 (*:，s:) 对 应 于 
(x1, 71), Bx1s1 ~yiri=1, 且 
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t 一 bu 
t+bur +cus,, 5. = —aur, ts 


r, = - 
则 (r*，sy) 对 应 于 (xz:*，ys*)， 且 (xs， ys)=1。 事 实 上 


t 一 bu 
1=xiSi—yirí= toe xs euys )з 


- (гих, + ys )n 


- t+ 
=x,( ` сан) заа р) 


= X254 ~ у; 
| 有 了 引 理 1 与 引 理 2， 要 证 明定 理 9， .17 只 需 证 明 适 合 条 
件 (23) 的 (19*) 的 两 个 既 约 解 ， 它 们 所 对 应 的 1: 1, 必 相 
等 。 
定理 的 证 明 ， 设 1 ，1, 分 别 对 应 于 (19”) 的 两 个 BG Š 
(xi, yi), (хз, у»), 则 
илкин ксл тузт 00719, 


= (дагу +bsi)( ° tobu у, - cuy, ) + 
+ (br; +2es1)(aux; + кту.) 

э: 
+b (s РЕ +riau) ]x: 
(Менке) 

))» 


= 2ах,г, + (х;5, 十 了 2r3) +2су5, 
=1, 


Tbu +s cu) 


+2c(s t+ 


dge 


+ 4>0 及 d<0 两 种 情况 来 讨论 。 
定理 9.18 设 4<0. $ 


2, ⁄# d< -4 
м=44, #d=-4 
6, #d=-3 


MOA w 个 既 约 解 ， 对 应 于 同一 1。 
证 明 由 定理 9'17 知 ， 我 们 只 需 证 明 ， 对 于 任 给 的 d; X 


程 3, 
t2— du2= 4 | 024) 
的 解数 是 就 可 以 了 ， | 
车 d<<~-4， 显 然 (24) 有 且 只 有 t= +2，u = 0 两 个 解 , 即 
w =2, 
#d=-4, HJ 
t2+4u*:=4 


FHRA t= + 上 2，u= 0 t=0, u= +1 四 个 解 ， 即 和 = 4. 
车 d= -3, 则 人 
2 +30: = 4 . | 
EHRE ti t2, u=0; t=+1, u= 土 1 六 个 解 ， 即 w = 6. 
89.19 #00, 024) НИ, 可 由 下 窗 的 方法 
88]. 
` 设 (zo， yo) 是 (24) 的 诸 解 中 使 x, +y, Z q (x ,>0, 
ye>0) 为 最 小 的 一 个 解 ， 则 (24) 的 一 切 解 (x， 有 7)， ЖТ! 
IV = + (x геу ， 


得 出 ， 其 ккан. к: 
， 这 定理 的 证 法 与 定理 9.15 一 致 ， 因为 х%- дуз. = 1 4 
RMR х. tyiv d, 则 2x1+2y1V d =х,+у,/ 可 是- 
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(24) 的 解 。 令 | Е 
ва XotyoVd кх» Yov d 


1з 22 = xu, 72 = 了: 是 整数 ， 故 (24) 可 转化 为 


хх бу? = 1 的 问题 。 所 以 下 面 的 证 法 完全 与 定理 9.15 一 
致 。 

这 个 定理 更 一 般 的 形式 是 

ж 若 d4>0， 则 

x?-dy? =h? 

都 有 解 。 若 其 最 小 解 是 xo+yowd， маним 

| styva = + (ty y >o 

E 


得 出 。 
定义 9 .5 设 d>0， = 02а, (197) 式 适合 
= | 


2ax+(b+w 可 )y 2 
дах + (Ь – 0, 1<| 222 ЭТУ d лу 2 
ах Ë V dy> [ах tt -dy ( 0 


би, BAGANAR (primary solution ),, 
车 令 сз 
.. L=max+ (+ ра Lezat- Уу 
则 条 件 (28) 变 为 | О, ош ыу 
тро, |е f 5 (28) 


定理 9.20 若 d4>0，(192) 有 对 应 于 Ж — 1 MEA Ж 
对 应 于 同一 1 的 既 约 原 解 是 唯一 的 。 这 里 的 1 是 定理 ?16 中 
所 定义 的 。 - 
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证 明 由 定理 9:17、 9.19 知道 ， Яў (ха, уо) Jë (197) 

的 一 个 既 约 原 解 。 设 L。 是 它 所 对 应 的 L， 即 

Lo=2axo +(b+w d)Yo. 
则 几 是 (19”) 式 中 对 应 于 A 一 1 的 既 约 解 x+w dy 所 对 应 
的 L 可 表 为 | 
д. L= +L," 
Rp E 

2ах +(h+./ d )y 


= t(2ax, +(b+ TDI. (216) Ий 

RHEA. Ея 
É = |E Let) 
| La" 


和 


= (1 ра 
Е, 


只 有 当 п=08}, 
<j- <e L=L,>0 


定理 得 证 ， 事 实 上 ， Fi n>0, m 
2a L| 11 [рза -ezna 
1< < 28 «ына 

对 应 这 样 工 的 解 x+yw d 就 不 是 原 解 了 。 

车 4d>0 命 w = 1， 结合 定 理 9， :18 中 的 w 值 ， 可 把 定义 
9。5 推 广 于 下 ， 
. 定义 9.5/ 当 d>4 时 ， miss mëxo-srisa<m, 
把 (197 ) 的 一 切 既 约 解 ， 都 叫做 它 的 原 解 。 ， ayri 

于 是 定理 9.18 和 9.20 可 合并 为 

定理 9.21 对 应 于 同一 1 ， УГТ RR 
有 个 既 约 原 解 。 


4“ 


定理 9.20 给 我 们 指出 了 ， 要 求 双 曲线 
ax? +bxy +cy?=k : (19”) 
上 的 整 点 ( 求 其 整数 解 ) 时 ， 不 必 在 整 条 双 曲 线 上 探索 ， 原 
解 仅 在 一 有 限 的 双 曲 线 上 ， 得 到 原 解 后 ， 可 由 公式 
L= +L 得 出 (19") 的 一 切 既 约 解 。 即 若 на, ИЖ 
各 有限 消 台 就 可 以 获得 (19”) 的 所 有 的 解 ， 更 确切 地 A 
LaLa = 4ak, Гу>0, 1< а. o| <t: 


L. | 


яя : - , 
IL ISIL] = [к= =2v [ak] | 要 <2v акі; 
Вр 


lv dyl = |L- +10, I<4v Tak] - n 

гв / 1281. (29) 

жиян 7 的 可 就 可 以 了 其 余 诸 解 可 由 公式 ， 

= 土 Lo8 得 出 
0<2viy=L- 工 < EE 


ота з со<у< Га 

此 结果 在 计算 中 比 (29) 的 界限 咯 人 ИК 
окто” УКЕ, 23 > 0 FFR 的 т 

况 进 行 讨论 ，(19") 可 改写 为 
| (дах + by)?— dy? = 4ak 

因此 要 解 这 个 方程 ， 首 先 要 解决 . 

x*- dy2= 8k, k>0, Š= +1 оу 

ГУТ 


的 求解 问题 。 


数 ， 其 循环 节 之 长 为 t 时， 车 (P,，Q,) 是 (30) 之 解 ， 则 
(Parno Qu D BEGOK. BEERA REKAT 得 
(30) 的 一 切 解 。 

ЧЕК > d 的 情况 转化 为 EK< vd 的 情况 ， 使 得 
等 易 用 定理 9'12 的 方法 讨论 其 解 的 存在 与 解法 。. 
kv dd, B(x, 7 是 (80) 8 РЖ, H| x, y, 
使 | ыз, 

ху, _yxi=8 | . (31) 
uxi- dy: 乘 (30) 的 两 边 ， 得 


(xx; йуу) d(xyi-xiyyt= òk (х®— ду?) 
Вр 
` (xx, ~ буу1)2-@= dk(x1 ~ dyi) (32) 
EO, yo) 是 (31) 的 一 个 解 ， 则 (31) 的 一 пиа І 


хуз хо+іх, У = ўс +іу І š 


“ xı=dyyı = хх, dyyo +(х*- dy2)t ‚ч 
1 er m xxo буур +8tk ` SENE 
帮 可 取 适 当 的 Bu 

РЕ: | 


FZE. 若 申 带 余 除 法 得 ~ хх, йуу, =Ка +, муда 

Ге, 则 当 5= 1 时 ， W t=q; 当 8= -1 时 > K К 

Wa Те 
jsx -dyyi| = 1, 8032), GDA 


4 


2 
X1 一 dyis Pat епу, ni= +1, h,2>0 (306) 


XH ка, с <i, 故 


2 1 2 
hi< med, D ОК" „у, 


ШЖ ЕГИ, 4 k> 可 时，(30) 的 一 解 (x, 7) 可 以 得 
出 形式 一 样 的 hi<k 的 方程 (30') H RO YD). # 
bh:>wT5， 则 可 继续 使 用 上 法 ， 达 到 h 小 于 w d BJ WR 出 
现 为 止 。 由 上 面 的 1 的 定义 又 可 知 | 


12= (xxo буу) = х°®х—2йххуу +d?y? ya 
Ex2x9 一 2dxxoyyn +4гу?у—х?°х+@х у? 
+ @х?у,-@?°у?%у„к=йх,у(х,у— xy.) 


-dxyo(Xoy ~ хуо) = (хоу ~ ху.) = dò? 
= поё к) 


HOKKE 。 这样， 根据 上 面 的 讨论 ， 可 得 下 面 求解 的 广 

法 。 : 

先 求 适合 下 面条 人 的 LM h, (有 时 AA : 
12=4 (mod k), <<, 87 


12-4 
—k 16, n= +1, h,>0. 


把 方程 (30) 转 化 为 (307)， #һ,>/@, 则 继续 上 法 ， ж 
适合 下 面条 件 的 11,1 233 °° , L Kh,, h,, ©, ba 


1? =d(mod h;), лам, 1 =d +, 
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-d 
Е на = т m= +1, 1,20 C 5=0 B, П =Š, 
ho =k)。 依 相反 的 次 序 解 下 面 诸 方程 
х? - dy2 = К, 


xi- dy =Tihi， 
мазын . (80) 
хЁ- дуб = nih, В | 

其 方法 是 ， 用 连 分 数 解 (30” ) 的 最 后 一 个 方程 ， 著 


(X. yt) 是 它 的 一 个 解 ， 则 


= -miaidyt 土 jixi = Thani, 
хул а а у, „Тылы (88) 


当 它 是 整数 时 ， 便 是 (30/ ?倒数 第 二 个 方程 的 解 ， 依 此 类 
推 ， 可 求 (30”) 第 一 个 方程 的 解 ， 事实 上 ， 因为 


| > 
-1 ~ dy:- (Сета) 
лез: т.Б, | 


-d( = 


(h(a) 


ht 


1, -d 
Nh, 
= Тый, ` ` А 
依 此 类 推 ， 可 求 出 (307) 第 一 式 的 解 。 
9:4 ETENE - 
x? -157° =61, - (а) 
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解 ” 先 求 适合 


的 诸 解 ， 也 就 是 在 
12=15+61h, 12<900 


(B) 


中 ， 求 适当 的 h， 使 15 +61 h 是 一 个 平方 数 ， 令 b 经 过 
0<h<( Ж” ] =14, 逐 一 代入 (B) 可 知 有 且 只 有 了 =10 时， 


12=625 = 25°, В 
1= 95, h=10, П=1 
故 解 方程 (0) 转 化 为 解 方程 
© окр-1буї=10 
但 10>>w15， 故 再 求 ` 
B 18 +10h:, <li <ie = 5 


的 诸 解 。 ATE li=6, hi = 1, mihi = 
转化 为 求解 方程 | 
хї-15уй=1 
H ЖЛ БШ, Со) 的 解答 是 
x, ty, /15= ł (4+ /15)° 
由 公式 (33) 得 
–15+5х4 


х= 202978 25, -35, у, =- 


1 
取 (xi，7Y1)=(5，1)， 则 (Y) 的 解 是 


xi +y1v 15= £(4+./15) (5+v 15) 


因而 (a) 的 解 是 


(Y) 

25-15 m 
10 = 1, Ж 

(ò) 

二 4 s1, -9 


КЕ 


хо х+уу15 = 土 (4+w15) (5 土 V15)(25 土 15)/10 
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ve 


其 中 正 仙 号 可 以 任意 选取 。 故 得 
x+yw15= &+(4+\/15)°(14 +3\/15) 
或 = 土 (4+w15)"(11 土 2v15) 
另 一 种 解法 。 由 不 等 式 (29)， 得 
о<у<, 2E =>0 <y <7 


事实 上 ， 因 为 x: 15у = 4 的 最 小 解 是 8+ 24/15, 
8+ 18 


Ё = 
k= 61, жа Е, 9<8. 其 解法 可 列表 于 下 ， 


(a) a=1,b=0,c= -—15,d=b*- 4ас= 60 


у |a 2 (з É | 5 ЕС 7 

15(27-D | 15 | 45 | 75 Е 135 | 165 | 195 
_ [i 

15у? | 15 | 60 | 135 | 240 | 375 | 540 | 735 


15ya+61 | 76 |121 |196, |301 | 436 | 601 | 796 


EÈ: 上 者 的 计算 方法 如 下 ， 第 二 行 的 每 一 项 都 是 前 
一 项 加 30， 第 三 行 的 第 i 项 是 第 i =- 1 项 加 上 第 二 行 的 第 i 项 
得 到 的 ， 第 四 行 是 由 第 三 行 加 上 61 而 得 到 ， 当 表 的 第 四 行 出 
现 完全 平方 数 时 ， 就 得 到 (a) 的 一 个 整数 解 。 如 (11，2) ， 
(14, 3), 


第 五 节 二 次 型 上 的 整 点 


定义 9 .6 车 (a， b, c)=1, 则 称 二 次 型 
F=F(x, y)=ax2+bxy +cy? 
为 原型 ( primary form ) . 若 (a，b，c)=g>1， 则 称 
{а, Ь ，c} 为 非 原型 ( im- -brimary form ), 


451 


а b с : у а, 
显然 | 2， 2, раж, 若 {a,b,c} 的 判别 式 为 


да, b, ср 2, ноя, # 
g g g Ë 
{а,Ь,с} а, bi, с} ПК УНИН] У ЕЗ8, 
AKORDI d 为 判别 式 的 原型 的 类 数 (d4<0 时 表示 
定 正 型 的 类 数 ) 。 例如 
h(-4)=1， 即 {1，0，1} 为 代表 的 一 个 类 3 
h(-20)=2， 即 {1，0，5}，{2，2，3} 为 代表 的 两 个 
жу m a(S) (T) = h(-5)= (0 等 等 


由 定理 9。5 知 ， о<а< 141, щ d= -80 时 ,0<a<5， 
由 定理 9 .6 知 ， 符合 d= ~ 80 的 已 化 型 有 11， 0， 20}, 
(2, 0, 10), (3, 2, 7}, 14, 0, 5), (4, 4, OSETE 
正 型 的 类 ， 其 中 (2 ，0 ，10} ，{4，4，6} 不 是 原型 № 
_ -80\_ _ -80\_ pe- 
0-80) =3, (280) = 20) =2, (580. = 0-5) 
= 0.0 d = -80 为 判别 式 的 型 的 类 数 等 于 ， 
һ(-80)+һ(—20)+ҺЬ(—5)=3+2+0=5 
一 般 地 ， 以 4 为 判别 式 的 型 的 类 数 等 于 


e(t) (84) 


于 诸 原型 类 中 每 类 取 一 代表 ( 车 是 定型 ， 则 讨论 诸 原 定 
正 型 类 ) ， 而 得 一 代表 团 ， 记 作 

Fi, Е,, +з, Вс, (35) 

定理 9.22 W h2>0, (k, d)=1, @&j(k)325iEë — 元 

二 次 型 : 
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к= Е|(х, 了 了) kK= 下 (xy)，… k= Froay( Xsy) (36) 
的 原 解 ( 定义 9.5″ ) 的 个 数 的 总 和 ， 则 


юз» (©) © (37) 


其 中 w 的 定义 如 定理 9.18 及 >o, w=1, (1) жж 
里 克 符号 。 | 
证 明 由 定理 9.21 知 ，(36) 的 每 一 个 方程 中 对 应 于 同一 
1 的 既 约 原 解 的 个 数 等 于 w 。 车 1 是 同 余 式 
l?=d(mod 4k) 0<1<2k (11°) 
的 解 ， 则 可 由 1 - 4km=d ERER m, ЈАТ A 8] — 90 
{k，1，mj}， 它 是 判别 式 为 4 的 原型 。 事 实 上 ， 若 (k,l,m) 
>， Melk, gld, RH (k, D-IMBRF M. Ж 
(k, 1, m) 5(35)rh— F, B R 5 R hkP2 —# 
PA, ih SEO эи APEI F, AEFIA 1 BEA URATO 
个 又 由 定理 9'10 的 系 知道 ，G11“) 的 解 1 ж (T )+. 


故 (36) 的 既 约 解 的 总 数 是 
УБ(#) 
又 诸 原 解 的 总 数 为 
«о Z E ($) 


Ek k (| К 
g>0 | g3 


( 因 (k，d) = 1， ДЄ 4)=1). с, 49-1, Ж 
wosv X (%)- "(ç r) 


вё Е К 
g>0 153 
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ЖЕ, Е n 必 可 表 成 n=fg* s, fi 无 平方 因子 且 
g>0. Zelk, 1-4 пв 

例如 ， 由 于 h(-4)=1， 故 由 (k) 即 为 x?+y? = К, 
(К, 9) = 1 的 解数 r(k)( 第 八 章 第 二 节 五 ) ， 由 定理 9 .18 
1, d= -4 时 ，w=4， 而 

d 1, # n= 1(mod 4) 
(4)-{ # n= 3 (mod 4) 
故 有 与 第 八 章 第 二 节 五 中 同样 的 结论 ， 
定理 9.23 KESE 
х®+у?= k (38) 
的 解数 
}Ф(®) = 4(т, (К) ~ т, (Кә) 
其 中 ri(k)，rs(k) 分 别 是 k 的 4m+l 形 和 4m+3 形 的 正 因 
数 的 个 数 。 

这 个 定理 给 出 了 圆周 (38) 上 的 整 点 的 个 数 。 如 ，k= 5 ， 
r(5)= 中 (5) = 8, 即 圆周 zx: +y2= 5 上 有 八 个 整 点 ( 土 1 &2), 
(+2, +1); k=35 时 ，r(35) = 由 (35) =4х(2-2)= 0, 
A013Xx7x11)=4(4-4)=0; (13х5Х7)=4(4-4)=0, 
(13x5x7:) =4x(8~4)=16 等 等 。 或 用 第 八 章 等 式 (35) 
来 计算 如 ， (13x5x72)=4x(1+1)x(1+1)x 
х (tC )-169G3x5xD=4xG(+1DXG+D 
а-)р_ 

2 
若 kK=2"N， 由 第 八 章 第 二 节 五 知道 
ӧ(К) = (М), r(k)=48(k)=48(N) 
所 以 定理 9.23 对 于 k 包 含 2" 的 因数 的 情况 ， 其 结论 仍然 成 
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х 0. 


立 . 如 ,中 (10) = 下 (5)= 8， 即 圆周 x? +y = 10 上 有 八 个 整 点 
(+1, +3), (+3, +1); 0020) = 005) =8, (+2, +4) 
A +4, +2) 6 хну? = pO ЕВ ЛАЛ ЕЕ, 
ТОГ 038) ра Йу јара, WERE “ 
定理 9.24 ( Абе ) a<b, Ж n iE a<n<b 
中 变化 ，Y,。，ss。 是 复数 ， 令 


S, = > Y. 
a<m=<n 
W 
b 
< n т^” “m+ 
| Eves Cmax |5, (E вш] +11) (39) 
证 明 4з, =0, M | 
b b ` 
У Т.е, = Y (s,—S,.-1)e, 
b b-1 
= y San 一 > Snu8na+1 
-1 | 
= > Sal Ea — E0+1) +S, 
b b-1 
DYKE 15,11, е, + еы) 
< max Is (5 leem earl + leal) 
车 此 定理 中 s。 是 正 的 递 碱 序列 ， 则 结论 可 改 为 
ЖТ 设 e。 是 正 的 递减 序列 ， 其 他 条 件 同 定理 9.24 ， 
则 
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b 


РЕ max |s,|ë, (40) 
n=a а<п<Ь 
取 Y,=X(n)#，s。 = 一 L GON 
#2 #s>0, W 
> x < L (41) 
nea . 
024 5220 时 级 数 
У хс. (42) 


W S. 
证 明 WA Х(а)+Х(а+1)+Х(а+2)+Х(а+3)=0, 
所 以 


| у, хоно < 
a<m<b 


由 系 1 知道 
b 
x(n) 1 
[Z |< 


因 上 式 的 结论 与 右边 的 b ЭБЖ, KUDRI, MUDAR. 
定理 9.25 设 r(k) 是 x:+y?= 上 的 解数 ,7 А, 


， 注意， 这 里 的 XCn) 是 如 下 的 数论 函数 ， 
0, #2 n 
| 


1 
(п- 1) 
p? ‚ #2in 
ЁН, 车 a= [| pg 为 a 的 标准 分 解 式 , 九 8(n) = [|а + xe + хора +. 
pin Pia 
+ хорау), 
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则 


у) r(k)=xx+O(/ у) 
I<k=<x 


证 明 由 定理 8.7 及 第 八 章 等 式 (31) 知 道 
Ў Y(k)=4 J, 8k)=4 X” Ух) 


1<k<x IKS 1<k<x dik 

4 >) xd) У 1 

1<d<x Ex 
үр 

其 中 ( Такта 的 最 大 整数 。 将 此 和 分 成 二 部 分 ,再 


II 


> ,=4 xo х ) 
<; 
=4х У XQD роит) 
14и 


аху ХО +O Zx) 
d=1 


=xx+O(V x) 
另 一 部 分 


2 =4 У x(d) + 了 


Vx x = 


由 定理 9.24 系 1 ， 得 
Z, =O) 
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уу r(k)=xx+O(v x) 
1<k=<x 


此 定理 可 以 简单 地 证 明 如 下 ， ЗА ы "Kk) 是 适合 
ц 十 V2<SX 
的 整数 对 (u，v) 的 个 数 。 即 是 中 心 在 原点 半径 为 vx 的 图 内 
С 包括 边界 ) 整 点 的 个 数 。 该 圆 的 面积 等 于 x. V x 是 一 
个 正 值 函 数 ， 且 ( E r(k)-— пх )/wx 是 有 界 量 ， 所 以 


Уу) r(k)=xx+O(V x) 
1<k=<x 

事实 上 ， 在 平面 上 过 整 点 作 x 办 及 y 轴 平 行 的 直线 ， 
此 诸 直线 将 平面 分 成 方 格 。 圆 内 一 个 整 点 对 应 一 个 方 格子 ， 
其 四 个 顶点 为 (u,v)， (+1, v), (u, у+1), (и+1, 
v+1)。 如 此 所 得 的 诸 方 格 必 在 图 

u2+v2= (V x + 2)? (а) 
之 中 ， 但 一 切 半 径 为 wx 中 心 在 原点 的 圆 内 全 体 整 点 包围 
ТЕ 

ці жу = (V x -V 2)? (B) 
即 这 些 格子 的 面积 之 和 ， 必 界 于 圆 (a ) 与 圆 (8 ) 的 面积 之 间 。 

x(V x - V 2)° < r(k)<zx(V x +V 2)2 

k<x 

即 得 定理 ， 

由 于 h(-8)=1, h(S )=hc -2)=0, 故 d= -8 的 
型 的 类 数 为 1 。 故 x* зуг = 上 的 解数 #( 上 ) ， 由 定理 9.18 
知 w= 2( 对 应 于 同一 1 的 既 约 解 的 数目 о, KAAN ШЖ 
符号 
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1, 4 m=1(mod 8) 


(=$ b. Е 2 ) - |, 当 m=3(mod 8) 


-1， 当 m=5(mod 8) 
-~-1， 当 m=7(mod 8) 


与 定理 8.7 的 证 法 类 似 地 可 得 中 (2”S)= 趾 (35)。 故 由 定理 9. 22 


”可 得 
定理 9.26 S 是 奇数 
х®+2у®%=2° S (43) 
的 解数 是 
20 =2(т(К®)+т,(К)—т„(К)—т,(К)) (44) 


其 中 ri(k) 是 s 的 正 因数 中 同 余 于 i 的 个 数 ， 

这 个 定理 给 出 了 椭圆 (43) 上 的 整 点 的 个 数 。 

同样 地 ， 应 用 定理 9.18，9，22，9:，26 可 以 证 明 ， 双 曲线 
上 的 整 点 数 ， 

ЖІ x°+xy+y2=k (45) 
的 解数 为 6E(k)， 其 中 E(k) 是 上 中 形 如 3h+1 的 正 因数 的 
个 数 减 去 3h+2 的 正 因数 的 个 数 。 

R2 车 mm 是 奇数 ， 则 


x2+3y2=2% m (46) 
的 解数 | 
0 ， 车 a 为 正 奇数 
人 = 4 6E(m)， 若 a 为 正 偶数 
2E(m), #%= 0 
E(m) 的 意义 同系 1， 
证 明 (1) 当 是 正 奇数 时 ， 若 (46) 有 解 ，x，y 必 同 
为 偶数 ， 或 同 为 奇数 。 若 x=2k+1l，y= 28+1， 则 
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x? +3y?=4 (k? +k+3h?+3h +1) =>2% m =2% m’ 
(my 为 奇数 ). 故 (46 ) 无 x,y 同 为 奇数 的 解 , 若 x=2k,y = 2h 
则 x2+3y72=4(k2+3h2) 故 右边 是 2 的 偶 次 方 究 与 奇数 之 
积 ， 故 (46) 亦 无 x，y 同 为 偶数 的 解 。 即 

Т = 0 
Gi) а= 0, К=2%т=т, d= 02-4x1x3 
= -12 由 定理 9.18 知 道 (46 ) 对 应 于 某 一 1 的 解数 w=2。 
== — 12(mod 4m), 0<!<2m 
的 解数 T'， 由 定理 9.10 的 系 知道 
4ү_ -12 ү -3 
T (Ъ) У( р ) (>) 
由 第 五 章 习 题 17 知 道 ，p 是 12k + 1 或 12k +7 形 的 素数 
- 33 _ H _ ; -3\_ 
в, (22) = 1，p 是 12k+ ок -1 形 的 素数 时 ,( 2) 
一 1。 而 p= 3n+1 形 的 素数 , 当 a=4k+1l 及 4k+3 时 ，3n+1 
古 合 数 ， 当 n=4k+2 或 4 时 ，p = 12k + 上 或 12k +1 可 能 是 
素数 。 同 理 p = 3n+2 形 的 素数 时 ， 只 可 能 是 12k +5 或 12k 
-1Ж, 所 以 
= Г -3 — 
T=2T -2 于 (二 )=2E(m) 


p m 
Gii) 当 x=2t(t>0) 时 ， 若 (46) 有 解 ，x，y 必 同 为 
偶数 ， 或 同 为 奇数 。 由 于 
(x1 +3y1) (х;+3у )=(хүх; + 3y,y,)2 


+8(хуу;-—х,;у,)® 


=X*+3Y2 
所 以 (46) 的 解数 是 下 列 二 方程 解数 T,, T, 之 积 除 以 2， 
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хі + 3y? = 22, xi +3y; = m 
НОТ, = 2E(m)， 显 然 前 一 个 方程 有 且 只 有 x= +t2:, 
у= 0 x= +92171, у= БААМ, В 

Т = yT T, =6Е(т) 


关于 更 一 般 的 曲线 ， 其 内 部 整 点 的 个 数 问题 ， 捷 克 数 学 
ЖМ + V + Jarik 已 给 出 了 下 面 的 定理 ; 

定理 9.27 (h | 表示 一 条 有 长 的 简单 闭 曲 线 的 长 度 ，A 
表示 该 曲线 所 围 区 域 的 面积 ，N 为 曲线 内 部 所 含 整 点 的 个 
数 ， 则 若 1 之 1 ， 必 有 

ЈА-№<І, 

要 证 明 这 个 定理 先 证 下 面 两 个 引 理 ， 

引 理 1 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 ， 任 作 一 两 端点 在 正方 
形 的 周 界 上 上 且 与 二 对 角 线 相交 的 连续 曲线 C， 则 C 的 长 
121. 

证 明 车 C 的 两 端点 在 正方 
形 的 一 对 对 边 上 上 ， 则 显然 1 之 1， 

E C 的 端点 在 正方 形 的 二 相 
邻 的 边 上 ( 如 图 1 ) ， 易 见 


1>КР,+Р,О,+О,Т 


> AR+RS+ SB=AB 

车 СЈАЕ ЕУР А PR S B 
一 边 上 ， 可 同 法 证 之 。 图 1 

引 理 2 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 ， 作 任 一 不 通过 正方 形 
中 心 的 连续 曲线 C, C 的 两 端点 在 正方 形 的 周 界 上 。 曲线 C 
将 正方 形 分 为 二 部 分 ， 命 A 为 其 中 不 包含 正方 形 中 心 0 的 一 
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部 分 ， 则 A 的 面积 必 小 于 C 的 长 度 ( 数量 关系 ) 。 
证 明 分 别 考虑 如 图 9， 2 的 五 种 情形 ; 


A Р B A P B A PQ B 


图 2 

命 0 为 正方 形 的 中 心 ，P，Q 是 曲线 C 的 两 个 端点 ，S，1! 
表示 A 的 面积 和 C ЮКЕ, ЛЕНІ, IP, ААС 上 
任 一 点 到 直线 АВ 的 距离 必 不 能 大 于 1 , 故 A 全 落 在 边 长 为 1 
与 1 的 矩形 的 内 部 ， 即 S<1。1=1。 在 后 三 种 情形 中 ， 由 引 
ІЯ 121, ПИЖ S<. 

定理 的 证 明 ， 以 1 表示 曲线 所 围 成 的 区 域 ， 在 平面 上 作 
网 ， 以 直线 


x= m+ 了 = n+ 二 (m п=0, +1, +2, +) 


为 经 纬 ， 网 眼 是 边 长 为 1 的 正方 形 ， 以 Qi， О, О, 表示 
所 有 这 些 含有 工 的 一 部 分 的 正方 形 的 周 界 ， 而 以 Ci 表示 有 长 
曲线 在 Qi НЮ, ИО, 表示 Qi 与 1 的 共通 部 分 ， 而 定义 
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N= 1 Жө ый, 
' |o, # Qi 中 无 整 点 ， 
又 以 A; 表示 QQ; 的 面积 ，1; 表示 Ci; 的 长 度 ， 于 是 车 能 证 明 
| А; 一 М <!, 
就 可 以 了 。 

首先 ， 我 们 考虑 整个 1 都 在 Q 中 的 情形 ， 因 为 1 之 1， 
故 定 理 成 立 。 因 此 ， 我 们 可 以 不 失 普遍 性 地 假定 工 并 不 整个 
地 处 在 一 Q 中 ， 此 时 C; 为 若干 眉 曲 线 之 和 ， 而 这 些 曲 线段 又 
将 Qi 分 为 若干 部 分 DG 。 

著 整 点 不 在 任何 DO 中 ， 以 At 表示 DG 的 面积 ， 车 
D1 不 在 I 中 ， 则 N; = 1， 而 1- Ai 和 1- A). TAIM, 
即 得 
| 1 - А{9<1, 

于 是 得 到 定理 的 证 明 。 
显然 定理 925 可 从 定理 9'27 直 接 导出 。 


3 ш 
1. 证 明 ，d= ~ 36 时 ， 有 三 个 已 化 型 ， 
{ls 0, 9), 42, 2, 5}, {3, 0, 3}, 
2 车 xo，yo，zo 是 不 定 方程 


хї+у2+22-= 3ху2 (а) 
的 一 个 解 ( 称 为 马 可 洛 夫 …Mapkoa… 数 )， 则 
| Xos Yos З3хоуо– 20 (b) 
ЙЕ (а) й. 


用 这 个 方法 写 出 0 <х«у<12<1000@ (a) 的 一 切 解 。 
š, 仿 上 题 证 明 ， Ж Ох |,о, X230 “o Xos0) 十 
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х? + xŠ +з бхз ххх, (с) 
的 一 个 解 ， 旭 
(Z150 X205 "° Ха, 1 0，(nX1,0…Xna 1.07 Xa.0)) (d) 
亦 是 (c) 的 一 解 。 
4 上 题 当 a = 4 时 ， 求 出 0 <xi 委 xs 委 xs 称 xs 称 150 的 一 切 解 。 
5 ШЕН А 
у!#= (9x4)83+ (3ху%— 9x4)8 + (у&— 9хЗу)8 
从 而 得 到 ， КАЕНА СЙ 立方 各 Эй, Щ 
у=5, Ш х=1, 2, ef 
512 = 9% + 3668 + 5808 =1145+6068 + 265% = ..., 
6 ЕЙ, 
w+ 3 (х2 + у? +22) + бхух = 0 (1) 
的 有 理 数 解 是 


у = ~ брас, х= ра(а?2 + 32 + 3с2), ) 
(2 
у= РЬ(а? + 32 + 9с2), z=3Pcla? +b? +3c?), 


Ж (а, b, с) =1, Р 是 有 理 数 。 
7 应 用 上 题 ， 求 . 
as+pBs+Ys+58=10 (4) 
的 有 理 数 解 。 
8 Жш жй, W x+ 372= лш, #E(m)4 E 63888. HP 
正 (m) 如 定理 9。 26 系 2 中 所 定义 的 。 
9 车 把 定义 9，2 推 广 为 mod q 相似 ， 令 q 之 1 的 素数 ， 若 有 一 整 
系数 变换 ， 
x=rX+sY, y=tX+uY (ru-st，d)=1 (1) 
使 - 
ах®+оху+су®%=ауХ#%#+ЬЪ,ХҮ+сүү? (шой 9) (2) 
则 称 二 次 型 {a，b，c} 与 {fa1，b1，cs}mod g 相似 . 
G) # d, dy 分 别 是 {a，b， с} Ыар bp су} 的 判别 式 ， 则 
dye(ru—-st)*d “(mod q) (3) 
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GD #Ча, b, с} уаз, Бу, сү} modp (p 是 奇 素数 ) ， 则 
4 
(5) = (9) 
(iii) Жаа, b, ср, р рга, а,Ь,с} 
必 与 一 形 如 {a1，0，c4} 的 型 mod p 相似 、 下 面 诸 小 题 当 ptd 时 都 指 
płac, р|Ь, 
Gv) Æ ptd, MUA z, y 
ах®+су® 1 (mod p) 
б” 车 d 是 {a，b，c} 的 判别 式 ，p 是 次 素数 ,pTd ,r 是 mod p 
的 任 一 二 次 非 剩余 ， ms (2) = 1 时 ， 


fa, b, c}~{1l, 0, -1}~{0, 1, 0} (mod p) 
而 当 ( f.) = - ] 时 ， 


fa, b, c}~{1, 0, - тр (modp) 
Я{1, 0, -1PP 5511 0, -r} mod p 相似 。 
(vi) 判别 式 祖 同 的 二 次 型 必 互 相模 p 相似 ， 其 中 p 是 不 整除 d 
的 奇 素数 。 
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附 K 
1. 4000 以 下 的 寨 数 及 其 最 小 原 根 
1 H i | 
р | о |р іа |р іо | g| pjo! p || ра 
m i А T H | i H ! | | 
2| 113179| 2419! 2 | 661) 2|947| 2 | 1229 | 2 |1523) 2 
3| 2 181| 21421. 2 6731 5 953 3 | 1231 311531, 2 
5| 2 191 19143 7 |677 2 967 5 1237) 2 11543 | 5 
7| 3.19] 5 43 5) 683| 5 971] 601249] 7 11549) 2 
11) 2 197 21439 15 1691) 3) 977, 3| 1259 2 |1553) 3 
13| 2.19 3 | 443; 2 | 701) 2 | 983 5! 1277 | 2 |1559 | 19 
17] 31211 21! 449) 3 |709 21 9391 6 | 1279 | 3 |1567 | 3 
191 2 | 223, 3 | 457 | 13 | 719/11 | 997 | 7 | 1283! 2 |157! 2 
23| 5. 227; 2| 461] 2 | 727) 5 |1009 |11 | 1289 | 6 |1579 | 8 
29| 21229 6! 463) 3 | 733) 6 |1013 | 3! 1291) 2 |1583 | 5 
зі 3j 233 | 3 | 467| 2 | 739, 3 1019! 2 | 1297 | 10 [1597 | 11 
37 | 2 | 239! 7 | 479 13 | 743] 5 |1021 | 10} 1301) 2 |1601! 3 
41161241; 7 | 487, 3) 751) з |1031 1471303 6 |1607! 5 
431 3} 251} 6} 491 | 2 | 757) 2 |1033 { 5 | 1307 | 2 (1609 | 7 
47| 5i 257) 31499, 7 761. 6 1039; 3 | 1319 | 13 [1613 | 3 
53| 2: 263 5} 503 | 5 [769 11 (1049, 3 | 1321 13 |1619! 2 
59| 2. 269] 2 509 21773, 2 1051) 7) 1327 | 311621| 2 
6i | 21271) 6 | 521) 3} 787, 2 1061) 2 | 1361) з |1627! 3 
6712 |277 5 | 523. 2797 2 1063 | 3 137 5 |1637 | 2 
71| 7 281. 3) 541) 2 | 809) 3 1069 6 | 1373) 2 |1657 11 
i | 
73| 5,283 3ļ 547| 2|81 3108 311381] 2 1663! 3 
79| 3:293 2 | 557 2) 821 2 1091. 2 | 1399 13 1667 | 2 
83| 27307] 5. 563. 218231 3 (1093, 5 1491 3 1669: 2 
89 3 311:17, 569, 3) 827) 2 1097. 3| 1423 3:1693: 2 
971 5 313.10) 571) 31829 2 10 511427) 2 1697) 3 
| N | | | | 
101| 21317 2 | 577! 5| в39 H (1109 2 | 1429! 6 1699| 3 
103 51331 3% 587] 2|853 2 (1117. 2 | 1433. 3 17091 3 
107 | 2 | 337 | 10 | 593 | 31 857) 3 1123. 2) 1439 71721 3 
109) 6 | 347 | 2 599 7 859 2 [1129 11| 1447 37123 3 
13| 3 349| 2 61 7 863 5 |1151 |17 j 1451) 2|1733] 2 
| i 
127} 3 353 3 | 607| 3. 87 2[1153! 5f 1453 2 1741] 2 
131) 21 359. 7 | 617. 2 881 | 3 11163 5 1459! 5 |1747 | 2 
137 | 37367: 6; 617, 3. 88 2 11171 2 | 14711 6 (1753 7 
1399 2 373; 2, 619, 2 | 887. 5 |1181: 711481 3 [1759] 6 
149 | 2 | 379 2, 631 | 3190 2/1187; 2 | 1483) 2 (1777! 5 
| | Н | | | \ 
151] 6} 383, 5. 641 3 911 17 19 3 | 1487| 5 |1783 10 
157 5 389: 2. 643 11 919 7 |1201 11 | 1489 | 14 (1787 | 2 
163 | 2 | 397| 5 647 51929] 3 |1713. 2 | 1493 2 11789 6 
167 5 401 3 653, 2 937 5 1217 31149 2 1801/11 
173] 2 40 211 69 21941) 2 |1223, 5 1511 |11 1811 6 


——. . ..L.......LLLL.LUUUUUUULUUULLIIIlIiIILRi ii a: 


H j 
| р || р |а {р | 
p |а p lolp | р lg e Jel | a 
1823 5 12129 | з 12417 | s| 3 | 3049 11 | 3373 5 3691 
1823 5 ;2129 | 312417 3 2729 3 13061 6 | aasal 313607 8 
1881 3 218) 2 2423 5 | 2741 2 3067 2 3391 3! 3701! 2 
181] 2 2141] 2 244i 6 2749 6 3079 6 3407 5| 3709 2 
1861 | 2 2141) | ‚85-3079 63001 5 | 3709 
1867. 2 2143! 3 2447 |5 2753 3 | 308 | 
н | | | 3727 3 
ETE 5 ` 31309 3 | 3433 5. 
1873 lo 2161 23 2467. ° НЕА 3 | 3109 6 ү 3449 3 | 3733 2 
1877 2 2179 | 7 2473] 5 | 2789 2 | 3119 fl asy 7 3739! 7 
1879 | 6 [2203 5 тт Н 2791 6 | 3121 7 | 3461 2} 3761 3 
1879 6 | | e 3461 2 
1889 | з |2207 5 2503 з | 2797 2 3137| 3 
а | | 3769 7 
| f 316$ 3 | 3467 2 | 
1907 2 2221 ; 2531 ; 2803 ; | 3167| 5 13469 2 | 3779 2 
1913 | 3 2237 | 2 2839 | | 2819 2 | 3169 7 3491 2 | 3793 5 
1931 2 2239 3 2543 5 12833 5 |3181 т 3499 2 | 3797 2 
1933 5 pass 2 [2549] 2 2837 2 3187 2 3511 7 | 
| | 2 | саг 3517 2 | 3821 3 
\ | 2843 2 | 3191 11 
1951] 3221] 2 |2557 2 |2801 2 3208 2 | 3527 5 | 3823 3 
197512 |2 12579 | 2 | 2857 11 52093 | 3529 17 | 3833 3 
19751 2 2278 3 |2591| ?| 2861 2 | 3217| 5 | 3533) 2 3847 5 
19 2 2 | | 
1987 | 2 2281 7 |2593 | 7 | 2879 7 3221 10 КОЕ 
\ | | | 2887. 3229 613541 7 3853 2 
ТИИ 12607 Š 2897 3 | 3251| 6 3547 2 | 3863 5 
19991 2.2292 2 2621 2 | 2903 5 | 3253 2 3557 2 | 3877 2 
2003 | 5 22021 ， 633 | 312909 2 3257 3 | 3559) 3 | 3881 13 
2011 | 5 2311 | 2 12037 з |2917] 5 3259 3 | 3571 2 | 3889 11 
2011| 3, | al | | 
ass 2l 907| 2 
| 2 7 5 | 3271 3 3581 2 | 3907 
2027 5 288 2 HH 2 2939 2 | 3299 2 上 3583 3 | 3911 13 
2029221] 12 з3| 8 | 2953 13 | 3301| 6 | 3593 3 |3917 2 
2099 265007. 71| 7 | 2957 2 | 3307 2 | 3607 5 | 3919: 3 
2085 | 了 2381 13 12677 2 | 2963 2 3313 10 | 3613) 2 | 3923! 2 
2053 2 
| | | 3929 3 
i | 69 3319 6 | 3617 3 
2065) 5 2557 2 2687 2 3971 N | 3323 2 | 3623 5 ! 3931 2 
2081 | a 237 5 2689 19 | 2999 17 | 3329 3 | 3631 21 | 3943| 3 
2083 2 12381 | 5 2693 2 | 3001 14 3331 313637 2 3947 2 
2 2 | 3643| 2 
2087 | 5 12383 | 5 2699| 2 3011 2 | 3343| 5 | 
| 121 | | 36591 2 | 3989) 2 
2389 | 2 | 3019，2 | 3347| 2 | 365 
2099 | 7 23931 3 13711 | 7 | 3023 5 3359 11 | 3671 13 
111] + 2893 | 3037 2" 33611 22 | 3673 5 
2111 | 7 2399 11 12713 5 2 | 3361 
1131$ | | 
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2，100 以 内 素数 的 元 根 及 指数 表 


素数 5 
元 根 : 2, 3. 
底数 ， 2 
1 N 
М, | 1 2 3 4 Lj 2 3 4 
1 ш. u f 
1 | 4 1 3 2 №, | 2 4 3 1 


I N 


N.| 1 2345678910 


12345 678910 


L 10182497365 24851097361 
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素数 13 
元 根 ，2，6，7，11 
底数 ， 6 

I 


N 01234 56789 


И М 


[ 012 34 56 789 


0 | 125810 91734 
1 


2116 | 


素数 17 


0 | 61089 | 212735 
114111 | 


Puf, 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14 


底数 ，10 
I 


N 01 2 з 45678 9 


N 


| 
1.0123 456789 


жт. 


0 | 1610114 759146 
1 |113 15123,28 


素数 19 


元 根 ，2，3，10，13，14， 


底数 ，10 
I 


N01234 56789 


+ 
o] 18 17 5 16j 2 4 121510 
| 2 

7 


1|16 3 1311'71489 


| 
0 | 101514 4 |6 9 5167 
1 É 1311 8 1121 
15, 


N 


[lo123 4 |567 8 9 


0 10512 6 131115 17 18 
19 147131684 2 1 


一 
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素数 23 


元 根 ，5，7，10，1l1，14，15，17，19，20，21。 


底数 ，10 
I 


Мо1 234156789 


0] 228 2016 156 212 18 
111 314127 |1310174 5 


2 9 1911 


素数 29 
元 根 ，2，3，8，10，11， 
底数 ，10 
| 
No 1234156789 
0 28 11 27 22| 18 10 205 26 
1/1 23212 3 |17167 9 15 


212196 244 |8 13 2514 


М 


- 
[0123456789 


l 
0| 108 1118 196 142 20 
1|16 22131512|5 4 179 21 
21571 | 


14, 15, 18, 19, 21,26,27. 


N 
10 1234[ 56789 


0] 10131424|8 2217 2518 
16 2 2026 28| 19 16155 21 
217 124 1123279 3 1 


素数 31 

元 根 ，3，11，12，13，17，21，22，24。 

底数 ，17 

I N 

М№МО12 з 4 56789 10123456789 
0 301213 24: 20 254 6 268 0 17 10157 |268 1218 27 
1.2 297 2316|3 181 8 22 1125222 3 2013014211624 
2/1417 112119105 9 2827 2.5 2319134 6 9 292811 
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素数 37 


ЛЫЙ: 2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 


| 


01234; 


56789 


0 36 11 34 22 
1112 6 2013 3 
2 | 23 26 17 21 31 
31102719 4 16 


素数 41 


1 9 28 3332 
358 5 7 25 
2 24301415 
29 18 


N 


— TDF 
101234[|56789 


0 5 2514 33| 17 11 1816 6 
1130 2 1013 28| 29 34 22 36 32 
2|12 23 4 2026 |19 21 31 7 35 
327 24 9 8 3 |151 


D 


ЛЖ, 6, 7, 11, 12, 13, 15, 17, 19, 22, 24, 26, 
28, 29, 30, 34, 35, 


ЖЖ: 6 
I 


N 01234 56789 


0 40 26 15 12 
118 3 27 3125 
2134 14 29 36 13 
3123 28 10 18 19 
4 |20 


N 

10123456789 
22 1 393830 0 6 36 11 25 27 39 29 1019 
37 24 33 16 9 132 28 4 24 21| 3 18 26 33 34 
4175117 214035 5 3016 14 2 1231 22 
21 2 3235 6 3j 9 13 37 17 20 38 2315 8 7 

411 

一 -一 一 一 -一 一 一 一 -一 一 -一 一 
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素数 43 


元 根 ，3，5，12，18，19，20，26，28，29，30，33， 


34。 
底数 ， 28 
I 
T 一 rr 
N 01234156789 I01234|56789 
| 42391736 5 14 7 3334 0 28102214 5 11 7 2427 
112 6 1140 4 |2230163129 1125123534 6 |3917 3 4130 
2|4124 3208 10379 125 2 2342153321 29 38 32 36 19 
311932272313 1228352615 3 161831 8 9 |37 4 2640 2 
4 381821 411320 1 
素数 47 
元 根 ，5，10，11，13，15，19，20，22，23，26，29， 
30, 31, 33, 35, 38, 39, 40, 41, 43, 44,45, 
ЖК: 10 
I N 
| 
Nol234567839 10123456789 
шшш -一 一 | 一 一 一 一 一 - 
01 46301814| 172384436 0 106 1336 3128 45 27 35 
1 1 2732 3 22135 28 42 20 29 1 21223238 4 | 4024 5 3 30 
2 3110113916 3433 8 6 43 2 1839144637 41 34111619 
3195124526 9 4241321 3 2 20122625115 9 43 7 23 
' ! 
A 1525403741 7 23 4 42441729 8 ;33 1 


ae 


472 


— u S. a... s 


素数 53 


元 根 ，2， 


51. 


ЖИ: 26 


N 01234 


0 5225 9 50. 


3， 5， 8， 
27，31，32，33，34，35， 


12, 


1 
56789 


31 34 38 23 18 


14, 


18, 19, 


20, 21, 
39, 41, 


22,26, 
45, 48,50, 


М 


101234 


56789 


1: 4 467 28 11 |4048 424341 
2j 29 47 19 39 32.10 1 2736 6 
31134521 3 15 17 16 2214 37 
4 2 33203044 49128 5 24 


5135 51 26 


素数 59 
元 根 ，2，6，8，10，11， 
31，32，33，34， 


37， 


O 26403310 48291247 3 
1.2514 463038 343635 9 22 
2 423237 8 49 2 52271320 
3 43 5 2441 6 502839 7 23 
4:1519 17 18 44; 31 11 21 16 45 


514 511 | 


13, 14, 18, 


38, 39, 


23, 
40, 


24, 
42, 


30, 
43,44, 


47, 
底数 ， 


50, 52, 54, 


1 
М 


01234 


58 25 32 50 


0 
1 
2:26 18 12 27 49 
3 
4 


1 4524 23 11, 


33 7 9 1939, 
51 2 4313 37| 40 52 53 16 30 


34 57 4417 6 
8 421431 22 
10 48 3836 4 
20 56 41 47 55 


5135 46 15 28 5 213 5429 


55, 


56. 


М 


01234 


5678 9 


1041 56 29 
25 14 22 43 17. 
35 55 19 13 12 
4918 3 305 
45371942 7 


I 
0 
1 
2 
3 
4 
5; 4 40464757, 


54 9 211532 
5248 8 2133 
2 20 23 53 58 
50 28 44 27 34 
11 51 38 26 24 
3936 6 1 


— L ..................... 
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素数 61 
元 根 ，2，6，7，10，17，18，26，30，31，35，43， 


44，51，54，55，59， 
底数 ，10 
I N 
N 0123456789 101234 56789 


14 29 23 21 24 1039 215712127 26 16 38 


0 60474234; 0 

1 1 45162010 56 8 491122 114185831 5 501269 4144 
2|48 5 3239 3 287 6 5725 2 138197 91204633256 
3143 13552736 37 5833 9 2 3'60512237 4 | 403435 45 23 
413518 52 4119 38 26405046 4 4743 3 3056|1149 2 2017 


511531 54 51 53 59 44 4 1217 5 |48 53 42 54 52 |32 15 28 36 55 
6130 6 1 

素数 67 

元 根 ，2，7，11，12，13，18，20，28，31，32，34， 


41, 44, 46, 48, 50, 51, 57, 61, 63. 
底数 ，12 


1 N 

N01234]56789 10123415678 9 
0 6629 9 59 3938 7 2118 0 12105333 61627173 
1; 261 1 2336/4850 8 4726 1 3630253249 522151 9 41 
i 

2 3116242030 1252276522 2/23 8 29132216319 2756 2 
31114313 4 37 4610445532 3/24 203966 55 5714346 5 
416019 45 63 53| 57 49645914 46050643137 423518 15 46 
51411715 3 56 3428355154 51658 26 44 59 1385445 4 48 
6|40 5 6 254216233 61401165 43 47 28 1 
-~ -~ -~ 
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——s A mc as 


素数 71 


ЫЙ. 7, 11, 13, 21, 22, 28, 31, 33,35,42,44,47, 
52, 53, 55, 56, 59, 61, 62,63,65,67,68,69. 


511027 3 5326 
6123 58 19 45 48 
7142 44 36 


к——————— 


56 57 6843 5 
6069503752 


67 43 69 53 46 
65 33 19 22 37 


0 

1 

2 

3 

4 |32 14 70 58 71 
5 

6 

7138 44 1 


ЖЖ. 62 
1 N 
N 01234 40/10 58676.6899 1101234 5678 9 
0 705818 46|14 6 33 34 36 0 62105229123 6 176028 
1! 2 4364 27 21 32 22 7 2438 1,32 67 36 31 5 | 265047 3 44 
2160 5131 5 52 28 15 54 9 4 2130 14 16 69 18 | 51 38 13 25 59 
312013 1081 65 47 12 30 26 45 3137 2215 7 8 | 70 9 6119 42 
4 (48 55 39 44 19| 5063 17 40 66 4148 65 54 11 43| 39 4 35 4066 
5116 25 3 59 42157 67 56 62 29 5145 21 24 68 27 |41 57 55 2 53 
618 37 1 6968141 49 1153 23 6 |2033 58 46 12| 34 49 56 64 63 
7135 7| 1 | 
素数 73 
元 根 ，5，11，13，14，15，20，26，28,29,31,33,34， 
39，40，42，44，45，47，53,58,59,60,62,68。 
底数 ， 5 
I N 
019311567859 10123 4 567 8 9 
0 798 6 16| 1 1433 2412 5 2552 41:59 3 15 2 10 
119 55 22 59 41 7 32 21 2062 50 31 9 45 6 30 4 20 27 62 
2117 39 63 46 30| 2 6718 49 35 18 171260 8 | 40 54 5136 34 
3115 11 40 61 29 34 28 64 70 65 24 47 16 7 35129 72 68 48 21 
4 |25 4 47 5171, 13 54 31 38 66 63 23 42 64 28 


11 55 56 6113 
39 49 26 57 66 


——-—— -—-—-—-—-—-:-—-—-—-—-::-—-:-:-:-:-—:—:$ $ Є. ——— 
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素数 79 
元 根 3，6，7，28，29， 
48, 53, 
ЖЖ: 29 
I 


N 01234: 


567 & 9 


01 78507122 3443197264 
1; 6 701574 69.2744 9 3610 
2 5612425265 | 63 46 57 411 
3 77761663 59.53 8 236067 
4|28 21624714|202455 37 38 
5\40 2 18 7 29 2613 3 5117 
61497548 5 66 | 3035 54 31 45 
7|25 33 58 4 73|61 32 11 39 


30, 34, 35, 37, 39,43,47, 


54, 59, 60, 63, 66,68,70,74,75,77, 


N 


101234 


5678 9 


0° 29515773 6810533617 
1 19772156 44 123259 52 7 
2 4541 4 3746 70 55 15 4054 
3 65687671 5 6618 48 49 78 
4,50 28 22 6 16:69 26 43 62 60 
5| 2 58 23 35 67.4720 27 7234 


6138 75 4233 9 246439 2514 
7113 8 7413 613130 1 


素数 83 
元 根 ， 2, 5, 6, 8, 13, 14, 15, 18, 19, 20， 22， 24 
32, 34, 35, 39, 42, 43, 45, 46, 47, 50,525 
53, 54, 55, 56, 57, 58, 60, 62, 66, 67,71, 
72, 73, 74, 76, 79, 80, 
ЖЖ: 50 
1 N 
М01234|5678 9 I01234|56789 
0 82 3 52 6 |8155 24 9 22 0 5010 217 20 4 3440 8 
1| 2 7258 67 27 5112 4 2559 1:68 80 16 53 77 | 32 2371 64 46 
215 76 75 1661807074 30 36 2 5945 9 35 7 187014 657 
3]54 321542 7 23 28 60 62 37 312872 31 56 61 62 29 39 41 58 
4| 8 38 79 49 78 | 21 19 69 64 48 4 |78 82 33 73 81 66 63 79 49 43 
6| 1 56 73 1377. 71 33 29 39 20 5175 15 3 6730 6 51601219 
6157 34 35 46 18, 66 45 53 10 68 6 37 24 38 74 48 76 65 13 69 47 
7126 17 3143 63 5065144047 Т i26 55 11 52 27! 22 21 54 44 42 
81114441 8 1255 1 
— л 
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素数 89 


JGM: 3,6,7,13,14,15,19,23,24,26,27,28,29,30,31, 
33,35,38,41,43,46,48,51,54,56,58,59,60,61, 


62, 63, 65, 66,70,74, 75, 76, 82, 83, 86. 
底数 ，30 
1 N 
М№о1234 |56789 01234 |56789 
0] 8872 875611871 7 4086 301033 11163 21 7 8270 
2 4 556579 17 24827053 153778558 49 464515 5 61 


74 6 76 31 39 36 49 85 63 29 
1 57 8 366 25 5477 3764 
58 67 78 59 60| 16 15 34 23 14 
20 81 33 10 69 22 47 52 13 45 
73 19 41 5 80 83 75 32 5030 
9 26 38 68 61, 35 21 11 48 46 
42 84 51 27 62 12 43 28 44 


素数 97 


=з о сл ч со м м о 


:68 82 57 19 36 
\44 74 84 28 39 
118 6 2 6020 
64 51 17 65 81 


I 
0 
1 
2 
3 
4 8 628086 88 
5 
6 
7 
8 


50 76 55 48 16 | 
69 23 67 52 47: 


35 71 83 87 29 
75 25 38 72 24 
59 7956 78 26 
12 4 3140 43 
13 34 41 73 54 
66 22 37 4214 
27931 


I$: 5, 7, 10, 13, 14, 15, 17, 21, 23, 26, 29, 
37, 38, 39, 40, 41, 56, 57, 58, 59, 60,68, 
71, 74, 76, 80, 82, 83, 84, 87, 90, 92, 


ЖЖ: 10 
I 


Nlo1234|56789 


N 


01234|56789 


0| 9686 2 76 11885366 4 
1| 1 82788343 1356199027 
2 8755727968 2273 6 3347 
3: 3 264684 9 6480411785 
4.7771 45 446215 69 6058 10 
5112 21631492 |93 23 29 37 65 
6 8932 1657 36 9474519581 
7:54 25702031:24 7 397542 
8 67 8 619135 3034 495218 
9, 5 4059 28 50 38 48 


І 

0| 103309 
1 49 5 5015 53 
2|73 51 25 56 75 
3 185 74 61 28 86 
4 913779 14 43 
5.946788 7 70 
6 4782 44 52 35 
7.72 41 22 26 66 


8 5659111333 


90 27 76 81 34 
| 4562388917 
| T1 31 19 9357 
|8464 58 9577 
| 42 32 29 96 87 
21 16 63 48 92 
59 8 802446 
78 4 401223 
39 2 20 6 60 


9.188354 55 65 68 1 


ww aa Saa 
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习 题解 答 
第 一 章 


1。(i) 当 na 为 任 一 整数 时 ，n 和 nt+l 必 一 奇 一 偶 ， 故 
2In(a+l)。 若 3|n(n+1l)， 则 命题 正确 ， Fi п=3т+1,‚, шу 
Ж, W|2n +1=2(3m+ D) +1=6m +3—>3|[2n +1, 

六 6|п(п+1)(2п+1), 

Gi) 与 前 题 同样 地 讨论 知道 ，2ln(n – 1): 53| 0(n 一 1) , 则 命题 
正确 。 否 则 n = 3m + 2，m 为 整数 ， 则 2n -1=2(3m+2) -1=6m+3 

^% 6s|n(a-1) (28-1), 

а) Y (2m+1)3-1=4m(m+1), 

m 2]m(m+1), #8|((2m +1)3-1). 

(iv) 与 (i)、(ii) 同 样 地 ，2ln (n+1)， 车 31n Cn +1)， 则 命题 正 
确 ， 否 则 n = 3m + 1(m 是 整数 ) 一 >31n+2. 

^% 6|п(п+1)(п+2), 

或 者 说 ， 三 个 连续 整数 必 被 3 整除 ， 两 个 连续 整数 必 被 2 整 Eh, 
又 2 与 3 互 素 ， 故 6 整除 n(n +1) (n+2)。 

2 #а=а„+10%+а„_{.10Ё7%1++#+а,0+# 10+ ao， 其 中 ao， 
al，…，an 失 0 是 0 到 9 中 一 个 数字 。 

G) ”因为 2110i(i=1，…，n)， 所 以 2|a<>21a9。 

Gi) ”因为 5|10i(i =1，…，n)， 所 以 5|a<->5|ao， 即 ao=5 或 
аг = 0. 


(iii) 因为 101=3q1+1，101= 99у +1 (qo q EEX, і=1, 
ө, n) 所 以 
а= (anqo+…+atq1) ХЗ + (а„++ар+а6), 


或 
ашаа ++ а104{)Х9+ (а„+++ар+а6), 


^ 3laGR9|a) >last +a1+ao( 或 9|as te tag 
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3 п(п+1)(п+2)(п+3)+1=(п®+3п)(п®+3п+2) +1 
= (n2-+-3n)2+ 2(n2 + 3п) +1= (n2 + 3n + 1)2, 
其 中 # 为 任意 正 整 数 。 
事实 上 ， 本 题 n 可 推广 为 任意 整数 ， 
4 设 a=2m+1， 由 第 一 题 (iii) 知道 8ja2-1 X а(а2-1) = 
Ma 一 Da(a+1)， 由 第 一 题 (iv) 知 道 ，6jala2-1)， 所 以 [6,8J| 
(а®—1), Ш24|а(а®%—-1). 
5  Ж2{аҢ3+а, # Ша=6КЕ+1, 
а2 + 23 = (6k +1)3+23=12k(3k +1) + 24 
ЖК = 2m J MZ, ШЇ24]а2+23; 
若 k = 2m + 1 为 奇数 时 ， 则 (3k 土 1) = 6m +3 土 1] 是 偶数 ， 故 
24| а®— 23. 
6 今 用 数学 归纳 法 证 明之 
A) 当 n=1t 时 ，st=3+w5+3-wv5=6，216 当 n= 2 时 ， 
а - (3 +475)%+(3 -у/5)82= 28, 2%]28, PrDDn = 1, 2, S 
正确 。 
B) 设 nk 时 命题 正确 ， 当 n =k+1l 时 ， 令 3 + ZS =a, 3— 
V 5 =b, Hl 
Skep = akti + bikti sakti 4 bak+btt1l+abk—- abk- bak 
=(a+b)(ak+bk) —ab(ak 1 +871), 
WHARA, 207011 (а +b) (ав + Бк), 2k-l|ak"1 4 bk i, 而 ab = 
(3 +05) (3 - 05) =4= 20*1|аѕь ， 
. 2kti|sy.1 
Brin ы {ЕЖЕ К, WA] sa 
7 5°+2х81+]=5°+3%-— (311-1) = (6+3) (57158x 3 
1-1 1-1-3 É © 
+++ +371) — (321) (9 2 719 2 ++ 1) = 8k (kX $ 
э. 
8 G) 53951. garay gata 920120. 501418 e12 = 
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= 38 +50®— 186(50°— 12°) = 38k(k 是 整数 ) 

Gi) 16%@9—52%°15]2х64°—5х25°®=507х64°+5(64°- 

— 25°) =39х13х64®+5х39(64°71+ + + 25271) = 39k 
(上 是 整数 ) 。 

Gii) 用 数学 归纳 法 证 明之 ， 

А) 当 n = 1 时 ， 结 论 正确 ， 因 为 26 -7+41= 98 = 2x49。 

B) 设 为 a -1 时 ， 结 论 正确 ， 则 

2898. 7п+ 4] = 280271058, 287(n-1)+41-7 

= 491+ 7 (281-1) = 49k (КЖ). 

9 (1) п5-п= (п ~ 1) п(а+ 1) (02+ 1) 

由 第 一 题 (iv ) ЯН [ 25-1, 85| 00-10) п(п+1), WE EH, F 
л = 5т + 25 02 + 1 = 5ш (бтн 4) +5 = 5 СКЕ), 

“ 80115 – п, 

Gi) T=n2(n2- D (102-4) = (п ~ 2) (п ~ 1) па (п+ 1) +2), 
五 个 连续 整数 必 有 一 个 是 5 的 倍数 ， 故 5 1T， 又 由 第 一 题 (iy) 知 
#6 (а—2)(п—1)п, 6|а(п+1) (0+ 2).59|Т, 4[T, wn ik 
В, BABIT: 当 n = 2m + 139 5388, 8|n3- 1 ''at- 1=4m m 
+1))， 即 8]T。 由 于 8，9，5 两 两 互 素 

=. 360[n6 —n, 

Gii)nš+1[n=n8-n+12n =(n—Dn(n+1) + 120 =6k (КЖ 
Жә. 

10 G) п71-1=([(п-1)+1]71—-1={(а-1)*71+ 

Ci., aD att CE ос рр 1р1 
= (n= D714 (п DT lt + (а 003, (а) 

当 n = 1，2 时 ，010，111， 故 结论 正确 。 当 na 之 2 时 ，(a) 右边 每 
一 项 都 被 (n — 1)2 所 整除 。 故 结论 正确 。 

Gi) А) 当 n=1 时 , n3+ (n+1)3+(n-1)s=9, 

B) 设 n =k 时 ，9|k3+ (k +1)2+ (k - 13, 当 n =k+ Bf, 

(k+1)$+(k+2)3+kš=kš+(k+1)3 +C((k— 1) + 3) = 
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=ÉkŠ+(k+1)5+ (К-1)#1+9(Е-1)2+27()—1) +38 


= 9k〈kKk 是 整数 ) 。 
11 G) 4 
3 
2 


注意 ， 上 面 “除法 ”中 用 “ 实 线 ” 时 ， 表 示 除 数 是 各 被 除数 的 公 
因数 ， 用 “虚线 ”时 ， 表 示 除 数 是 被 除数 中 至 少 二 数 的 公 因 数 ， 但 不 
是 一 切 被 除数 的 公 因 数 。 这 样 求 诸 数 的 最 大 公 因 数 ， 就 是 “ 实 线 ” 部 
分 诸 除 数 之 积 ， 最 小 公 售 数 就 是 渚 除数 及 最 后 一 列 诸 “ 高 ”之 积 。 

“ (48, 84, 120)= 4 x 3 =12; 

(48, 84, 1202=4x3x2x2x7x5=1680 


di) 2 360 810 1260 3150 
45 180 405 630 1575 


se (360, 810, 1260, 3150) = 2x 45 = 90; 
C360» 810, 1260, 31502 = 2х 45х2х7х2х9х1х5 =11340, 


= 
>» 
сә 


„а 
со 


1 0 

1 1 4 9 5 
5 

1 5 


1 8 


1 
3 
0 
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^ (51425, 13310) =605; (51425, 133102 = 51425% 133. 10. 


= 1131350. 
13 827654, 48, 72) = 6， 所 以 每 组 6 A, FH 354 + 6 
9 CH), Z3F3t48+ 6 =8( 组 )， 两 班 共 72+6 =12( 组 )。 

14 9:084, 36, 60, 482 = 5040， 

La =60 (H); 

Z 5040+36=140(Ħ); 

丙 转 5040+60=84 (8), 

丁 转 5040 +48=105 (0). 


15 Єт а” б, 2.) =1, Са, аз, РР) =m’, 


ушар, as, без ,au 的 一 个 公 倍数 ， 所 以 m’|m， 即 m= m'k 
(k221 )， 

. = = TE, mk 

1 ai’ э” s)" ( "9 а, ) 


=kd=>k=1, а= >ш = ш’ = Сац, аз, "s ал], 
反之 ， Flap аз, s а.) = m, m, =, °... -时 都 是 正 
а\ аз а, 
єк. ша (m, т, 


=. =a,k,d, | m=> m = аъш, Amikan aa，…， 
а. ВА > ш | шу 
ру т= 0}, d=1. 


16 因为 m 的 任 一 正 因数 ， 必 是 形 如 


ph ppt ph со Вав i=1, 2, w, n) 


那 末 m=aikid=asksd= 


的 数 ， 而 Bi 的 取 值 共有 wui+ 1 种 方法 Ci=1，2，…，n ) ， 所 以 血 的 
正 因 数 共 有 
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Tm) = (a+ 1) (Gs + 1) (аз + 1) 
+ . 
96 = 25 х 3==>T(96)= (6+1) (1+1) = 12; 
168 = 28 х3 х 7=> T (168) = (3+1) (1+1) (1+1) = 165 
255 =5х3 х 7=> т (255) = (1+1) (1+1) (1+1) =8 
因为 121 中 出 现 2，3，5，7?，11 的 方 次 数 ， 分 别 是 ，. 


12 12 12 ` 
ЫРЫ РЕ: 
a= ÈJ 7 = 
as = (12) -2 а, = (12) = aş = [4 SE = 
e T2 )= ао+ р б+ро+ра+рая+р =792, 


7 Ние, й ph! гово 其 由 
Bi=0, 1, +, QGí(i=1, +, n) * io 1 


^ (ш) = (1+ру+ о + ра) (I+ pa tone + per), 


-1 ра". -1 . б slo P à 
р-р, -1 | 
18 形 如 4n -~ 1 的 整数 中 ， DAWN Am- WRAP, 事实 上 ， 
如 果 4n ~ 1 的 一 切 因 子 都 是 4 训 +1 形 时 ， 那 末 4a-1s «л +1) 
(Ums + 1). Ош, +1) =4k+1， 其 中 k 是 m1， ша, > „ т, @# 系数 
多 项 式 ， 所 以 是 一 个 整数 ， 这 是 不 市 能 的 ü 
设 形 如 4n -1 的 素数 只 有 有 限 个 р, ра, ts рь 令 
a=4pr"p-1 ` 
则 ptCi=l =, 5)Ж Ва, 所 以 a 有 异 于 pi， "s Ps 的 形 如 4n ~ 
1 的 素 因 子 ， ИИН 
19 除 2 和 3 外 的 任 一 素数 都 是 6n + 1 或 6n +56, Ф 
q= 2:35: *р-17 
小 于 或 等 于 p 的 素数 都 不 整除 q， ЧЕТО н аай 数 ， 并 
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且 有 6n + 5 形 的 素数 整除 gs。 事 实 上 ， 若 全 是 6n + 1 形 的 素数 ， 则 它 们 
之 积 仍 是 hn + 1 形 ， 这 是 不 可 能 的 ， 
20 设 Fo 和 Fo,y (k>>0) 是 两 个 费 马 数 ， 并 且 m|F,, т}, 


# х= sz" ， 我 们 有 


Fox-2_52 lx 
F, га" 
22 +1 
ЯШЕ. Е... 2。 所 以 
ШЕ, m|F,, K ~ 2=>m|2 
由 于 F, 是 奇数 ， 故 m=1。 所 以 CF， Еак) = 1] 
21 ау=(еў=2, {е} = 0 ,71828182845904..:; 


“== в = уол 


аз= (04) = 2, аз= TE 


= = = _— 1 
а, = (а3)= 1, a4 6819107, 
1 
as= = = 
s=l04)=l ав 0.220837 


e= L2, 1, 2, l; 1, ӨЗ, 


Pizo P; = +. Ps 1 д.8 
Q, ， б, 2 ре 3， Ó; 2+ ty" 


Pa _ a P + Pa _ 11 Ps _ asP tPs = IP. 


Q, а,Оз+0: 4° Qs asQa + Оз 


22 Уху=- r+ 57 - -0.7250828…， 


2 
x= -2-43 -8,2749172 
与 上 古 同 样 的 方法 计算 得 


x= 一 1， 3, 1, 1› 1, 3, 7, зе -0. 7250; 
й;=(-9, 1, 2, b 1, 1, 3, 7, "Зуя ~ 8.2750, 
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注意 ， 实 际 求 连 分 数 的 过 程 中 ， 不 必 把 57 化 成 小 数 ， 而 直接 求 
出 Cx1]，[xs] 等 等 来 确定 连 分 数 的 各 项 之 值 。 

25 令 f(xz)=xs-x2-2x+1l1=0， 而 f(2) =1, f(D = -1, 
#00) =1, f(—1)=1, f(—2)= -9， 故 f(x) =0 有 三 个 实 根 ， 它 们 分 
别 存 在 于 ，2>>xi>l 1>xaz>0 -1D>xs>-2, 


今 先 求 x1， *x=1++ | 


1 
1 у% 1.32 1 11 
111 
f(x) (y ) +2 (y) тул! 111 
.. g(y) =у$+у2-2у-1, 
由 第 卡尔 符号 法 则 知道 ,g(7) 有 且 只 有 一 个 正 根 ,并 且 g&(1) = -1， 
g(2)=7, Фу=1+ 1, 得 
| h(z)=z8-—3z2- А2 1 
而 h (4) = -1, h(5)= 29, Фа=4+1, 得 


k(w)= 95 2093 0w —1, 


有 根 在 (20，21 ) 中 | 
.. ху=(1, 1, 4, 20, 2! 


。 182 ` 
So хау 021,8019, Е 


同样 方法 ， 计 算得 
Жа=[([0, 2, 4, 20, "jes0.4450, 
xs=[ 一 2 1, 3, 20, 2, Jœ% – 1,2469, 


Д1, 0,2,.0,3}=6, С 


эу 


1 | . Í > 2} а. 


=. х2+1х2=5, 
- 2 


Gii) {2,. -2 3， 一 3， 1，-4}= 1{2， - 2, 3H- pls r4} 
+42, -2H1, -4}=-7x5+(-3)(-3)=-26, 


‚; Gy) (9, В, Y, $}={а, BHY, 5) +49)}15}= 
2 (aB DYS +1) tad = оВу& + oB+ боёв 
1 _ Е 
с) із, 0, 1, 0, 0, 上 (s, ШЕ Ро oiy 
3 ° 
+{3}%х4{0, 0, ltl. 
25 {ls 2, 1, 3s 2, 3， 2}= 0, 2, 13, 2, 3, 2+, 
+41, 262, 3, 2}. КО 
左边 = 268, 有 边 =4x55+3x16=220+48= 8, ш Их 
26 (i) Ша=с2, 4, 1, 32= :С2,. 4, ds 3, ај 
2 а= A+Ps, : : 2з 
aQ + О», o ` Ы 
其 中 


BIP = 42, Ps=11, Qa=19, Оз 5， 故 由 人 1 >》 知 x 是 下 列 方程 的 
根 ， М Phoma La y NIN < ач eg 


19х®2—37х—-11=0, P 
Gi) 与 (划一 样 地 ， 求 得 P4 = 81，Ps =13, Qss56, Qs= 9, 
知 连 分 数 C1，2，4，6 3] 是 下 列 方 程 的 根 ， 
56х2 -72к-13=0, 
ан) 因为 


| š ч ~ Ё | i | ЕЕ 


87 155 52 |" 


32 | 57 208 


s а= 6896 +19. 55206 +155 пж Ыт ДЕ 
:2508+.7 20306 +57.” : `x s š 


.7Q+19 _ —57a +155_. _ г 
28 259 = 68 203а — 55 EE эзы па ёне, 275 


80С2, 1, 2, 1, 1, Таала 15x+ 26 = 0 的 根 ， Ее 
ау) HA юе? С 


Ip 


P, | 1 4 | s е las etss sr2-|s27 эв 2525 зм пата 


ас 41207455 54 全 Bay+6009 с C з тъ 


7707 7 товат +12 1192907 +1320. 


-12а + 55 _ =1320% + 6049 ља 2130.7: ү 


ат= =. 


103а — 472 7 113299 — 51916 ° 
се, 11, 2, 1,71, боља 2 ое, 


27 ЕЧ б acs, 1, 1, 5) 


61 ={5, 1924 45} =02 +58, 
137-03, 1, 2, 2, 1, 3), 


137 = {3, 1, 2}2+ {3, 1}2=112 +42 

28 (ба, b) = d， 对 于 任意 整数 xz，y， 都 有 djaz+by， 所 
以 只 需 证 明 形 如 ax + by 的 整数 中 ， 最 小 的 一 个 正 数 就 是 d。 

车 a，b 中 有 一 个 是 0， 则 不 等 0 的 那个 整数 的 绝对 值 ， 是 形 如 
ах + by 的 数 中 最 小 的 一 个 正 数 ， 显 然 它 整除 axz + by. 

ШР Са, b) = (lal, bD, a, b 都 不 等 于 0， 可 设 a>b>> 
0, 38 | | 

至 =Cqu 92; "э qa) 
时 ， 由 定理 1.12 知 | 

4=(-1)° {9р s 9а 1hb+ (-—1"íq a, `, Фа 
即 存 在 xze= (— l) да, ` qacib yo = (一 1) Haqi 5 9 1 
得 axo+by。=d， 它 是 形 如 ах + by 的 整数 中 最 小 的 正 数 。 事 实 上 ， 
否则 ， 若 0<axlit+tbyi<axe+bye=d， 则 dja， dib => dlaxi+ 
bys 这 是 不 可 能 的 

29 ”出 带 余 除法 定理 知 ， 习 9q，r3 
bq+r, 0<r<]bl 


G аг, зна, ter, ШТА 


Gi 当 >ы, #b>0, Шйз=д+1, t=r-b #Ъ<0, 


则 取 s=q-l， t=r+b ЖР, t EMRAH EA.. 


щын, БЛАТА, Bris tRm- 
的 ， 当 b 是 偶数 时 ， 其 余数 多 许 是 此 | д |b1。 放 有 时 有 二 解 ， 


30 当 n= 18}, (х) = asz+al， 可取 适当 的 整数 xo， 使 aexe+ 
а= К, |k|>1, M|x=x,s+nkhi, f(x)= (a0n + Dk, 除 aon + 1ш 
土 1 外 都 是 合 数 。 


Ne 


今 讨论 1 二 1 的 情况 ， 因 为 ao 0， 所 以 当 xo=naxmax(iail， 
+, jaa) = пай, Ж ҢҢ а>1, 则 
aox? = aana’ n'a", 
要 证 
{ (хо) =a (no)'+a,(na)” l+. +a, natal 
只 要 证 
п°а®-1 


nasa Cina)! + ee +na+1) +1=о—————+ 1 
па-1 


==>nña"(naa -a -1)>na-a-1 N 
因为 n 之 1，a 之 1， 所 以 上 面 不 等 式 显 然 成 立 ， 因 而 fa) > 1, BF 
H BE (х0) >0。 

ФЕ(х0) = X, w 


(Gr + ХЮ) = хо + ео) ХА + о) 


-(Xt3 + + 


ГА i 
=„=Ха+/ (Xo) Xu, te 2, =») 


ЊТ хх, ЁО) ДАЖ, AA f(x, + ХО >{(хь), хе xo + 
Xt(Ct=1l，2，… ) 时 ，{(z) 都 是 合 数 (X 都 是 {(xo+ Xt ) 的 一 个 K 
Ж). | 

31 НИЖА Ca+b) "的 展开 式 的 各 项 系数 ， 当 n=0, 1, 
°° 8 时 ， 依次 是 | 


MDM НЧ п=1, 3, 7(1=21-1, 3=22-1, 7 =23~1) 时 
(at ba 的 系数 都 是 奇数 。 一 般 地 ， 


Ы EGL (C J+ CEJ) 


munas, Ип = тав, Hn- i, Ж “>” =. m 
当 且 仅 当 n= 26-184 (a + b )? 展 开 式 的 各 项 系数 都 是 奇数 。 
Ens at=, 则 由 函数 x] 的 性 质 (iv) 得 


AO £ (Zeenat 


sys; t=1. tl 
йм 


А эз 
+(2%- 1)+ (2-1) 
=pk—-1-k=2k- (k +), 


‘EOF JEG m 


t5 
зе 2 с-з - 
тез (Cu кар са J)- Thans 680) 
入 o tm 
сур 
эко + 189, кА Уа em АСИМ zz НИ i; 


-4 р с, 7 
(H J. Ca Су?” С +1_)-0 
Ч 


(=55*®7-= - [2 - 1, ESE с. 


“T= EE + (272 D +s + @-1)= СС) 
t=1 
反之 ， m Catb)” 的 系数 全 为 奇数 ， 即 对 于 任意 0<r<n, 都 
有 


> 
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Š 


LGJ oc Eys CED: 


экшн». ата а йн, Ca+b ) 的 展开 式 出 现 
以 na 为 系数 的 项 ， 故 不 金 为 奇数 ， 所 以 ， ил, каа а, 
#жа= 2k + 5，s 是 正 奇 数 ， 且 SS2k- 3。 又 因为 “一 


Сау 2С) +0) = С) "CA 
a ECR И е 


其 中 st<2t<a， PB n ЖАНИ, WAGEN LH В ka. 
54<2Ё<2%, сое 


. 5 例如 ， Жі Кф, 1<sy=s<2k-3(  n=2k+. sA 2E — 
3 ) 取 r=s+1， WH s<r<m., R Ea 


o наз) Cpe- m 


[中 - GH= 9 КЕРЕ сә. 
E Catb "的 系数 不 全 为 奇数 — 


— M тг 
Е 
2 


© Коош Tea 
32 (i) е Jones 
: Кы. . ` . ` д. ус? 


EGD» 103+ ге 14; 


{= i гб» - _. б! 2 


HE SECIE бй oe 
КОГУШ Rn ЗЕ 
Een CM. Г 
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4. 30!1=226.314.57.74-112.132.17。19,23.29。 


cii) > 29 -„ 83+27+9+3+1=123 
t=1 


УС 505 = = 35 +5 = 40, БГ?) =#22+2а20 : 
t=1 


t=1 


t=] 
Auso has, 74, 134 2319 的 因子 。 Б 
33 Е FEM0HIMOECo), Хор, : 
oar (naj © сосаз+ ар ЧОшсаз+ңаўз= апа) +К 
(0К<а) 
| жэр.) абод + а} + 


= n{a}+1 мыр лАа:}+п-1< 
°а@2+0+[ А J+ + [ая 1 
mnla) + Санау, [上 +- 全 to J 
=п(о)+ ке 右边 。 


Gi сгаз+г2В3 3 гэгау+2{@}2 + (2(B3 + Вр 
ЧУ) осел +2680+С2{@}3+С62{В})› 


右边 人 DG сор +В + Сал +02 + Ҷо} +{В}2 
=2(a)+2(B)+ Са} + {ВЊ. 
最 后 证 明 ，C2{a}) + ABHA} + {BH | 
(а) эң{а};>0,5, {8}250,5], С2{а} + 0248} = 2, 而 [fa}+ 
{832 =1， 故 该 不 等 式 成 立 ; 
(b) 当 {a} 之 0,5，{B}<0,5 或 {6} 这 0.5，{Q}<0.5 时 ，L2{a}) 
+[2fB} = 1， 而 [{aj + {B}DS1， 故 该 不 等 式 成 立 。 


#@2 


(с) 当 {fa}<0.5，{fB}<0.5 时 ， 
С24а}2 + С2{В}2= {а} + 48} = 0, | 
Са) ~ СВ2, Ч{а}ә{В}, 


Gii) Се-БВ3=ССай-СВ0+{@}-{В}2=‹4Са2—-(В80-1, 当 {a}< 


В}. 


^ Са2- СВ = Ca- BIR 
ФСа)- СВ) = Са- В) +1. 
34 G) ERÈ RS 
于 整数 的 直线 上 ， 人 恰好 
有 [Cf (xz)] 个 整 点 ,在 平面 区 
R 
Q<x<R, 0<y fx) 
《 如 图 1 的 阴影 部 分 ， 不 包 
括 虚 线 及 # 轴 部 分 ) 内 的 整 ° 
Ж, ПИЕТЕ, 图 1 


У шоо), 
Q<x<R 
ХХА. 
Gb Mie D [Bx],T- > (27 


0<х< з о<у< Б р. 


Т=Р;1. 421, дф улай, BT Тали, = 


<<$... Wy < 
0<y <2, б<х<-4. у. 


里 的 整 点 个 数 。- WAOACHAOABARE KAM CHE 2, Жай 
界 上 的 点 ) 。 因 为 p，q 是 互 素 的 正 奇 数 ， 所 以 在 线段 OA 上 除 康 点 站、 


BREER, T “上 上 3+。 表示 答 形 OBAC 内 (不 包括 边界 ) 的 
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T, T.T К Н . ` ш 
ан› ать Te Ts Lawan тавай Фада i 
数 ， 的 整 点 的 个 . 


х=0, 0<уҳг; WE Zy SV ri- 2 


mp: 


<< = u d izyis <a 0<<7 人 
如 图 3， T FOB ЕЕ C Ж 
包括 原点 ) 3 . T:* 是 区 域 ORPB 内 
的 整 点 数 СКА ОК, OB Ев 
жә, Ts 是 区 域 OAPQ 内 的 整 点 
数 ( 不 包括 OA， OQ 上 的 点 ) 

T4 是 区 域 ORPQ 内 的 整 点 数 ( 不 
ЖОК, OQBRA 2。 所 以 区 
域 za+ ya<crs 内 的 整 点 数 

T = 1+4( Tit Tat Ts- 

То, ` : 图 3 


м 


— 2 
而 Ti = (r) Ts = Ts = уар CV r2—- xê), Tes CGA А 
` I 0х7 
| .~ 
5 T=1+4[(r)+ 8 > (V r2—x2J)-4 r) ° 


<<; _ y 


(1v) 设 工 1， T:， Ts 依次 
宸 示 下 列 区 域内 的 整 点 个 数 : 


<an, <II 


xy=n 


o<y< n, 0<х< >, 


0<x< s 0<y<v а. [ү 
显然 等 边 双 曲线 xy =n _ 
在 第 一 象限 内 的 分 支 与 x 轴 、 
7 轴 正 向 所 图 成 的 区 域内 的 整 
KAT- T + Т, - Ts, 


Tis O 5 Сї), т, оиа 
‚ ©<х<у a a N 


í T=2 > [C2]- -CE Об 
0<х<п 
35 а АЕН, ШАШ ЕЛИН, M 
п=ас+ар+азр? += +ацр!, 0<а:<р 
Т [3 + Єр + ea Cr 


= (аү+аур+ + tapi 1) + (agtt t alpl 2) ке фа 


с 


=аџ+аз(р+ 1) +аз(ръ+ръ1) tte +a (рі і +рі + +1) 


noss dl ca —1) +а;4р2—1) + аз(р3 ~ 1) ++ 
p- рт“ 14Ф-1) +а р ! s (p - 
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+a(pl- 1)) 
=a+tas(p+1 +as(pi+p+1 +=. жар + pis 


+= +1D, 


я-ж 


1. D ИКЕЛЕ ИТ 
Зх + бу = 20, 
显然 它 有 一 个 整数 解 ，x。= 10，7e = – 2， 故 一 般 解 是 


x=10+5t, 
l С(ї=ф, tl; +2 v). 

= 一 2 一 83t。 
Gi) 因为 《253， 449) #1, 故 该 不 定 方程 有 解 。 而 
hb b 3, 2, % 1, 1, 3, 


TELG Sion у 
11 


уо= (—1)8(—(—71 = ~71, X = (10871126 = ~ 126, 


一 般 解 是 ，( х= -126+ 449, ш | 
故 一 般 解 是 ， | Ct=0, +1, #2, +.) 
у= -71+ 2534, 
аи) ÆR 53х+47у = 1 的 解 。 
17 171 > хф=(-1)8=8, 


53-0, 7, 1, 52, rigs 


уф=(-1)49= -~ 
“ х0=11х8= 88, yo =11x (— 9) = — 99, 
是 原 不 定 方程 的 一 个 解 。 其 一 般 解 是 ， 


{ть рты a 0 tl зэ 
у= – 99-534, у=7- 534, b 210-0, 


(iv) w. 1 b PL „са, B, Y 83, 
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£ x, = (-1 418, Ү}={В8, Yh -ув=(-1)%а, B, Y} 
= ~ ta, B, Yh 
故 一 般 解 是 ， 人 Y} +B, Y, 5н, (t=0, +1, 
у= -t{a,B,Y}+ {a, В, Y, 5н, 


(v) (6，3)=3， 先 解 6x+3z=3t， 即 2x +z=t， 解 得 - 


х={—пи, 
| (ч=0, +1, +), 
= -{+2иц, 


КЕ 3t-5y=1, 15 


t=2+5v, 
| (у= 0, +1, ..), 
=1+ 37у, ` 
7 (x=2-u+5v, 
КА у=1- 37, (ч, у= 0, +1, =) 
z= 2+ 2и - 57, 


注意 ， 亦 可 把 x 看 作 自 由 未 知 量 ， 令 x= 山 解 二 元 不 定 方程 
=5y+3z=1- -6u, E-S 


=i 
Y=1~3Y, (us v= 0, +1, ++) 
®=2-—2и—=5у, 


(vi) 先 解 5xi+4zs=t， 解 得 


[аі 


(че 0, +1, +), 
Xs= —ü—t+5u, 
次 解 t 一 7xs = t’， 解 得 


МАНИ 


xa=t’ +v, Ст= 0, +1, "э. 
最 后 解 t —3х4=5, ЖФ 


{ 


(w=0, tl, +) 
х= —2+ w, 
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ө) 


х= -8—-4u+7v+24vw, 

xs =8+5u-7v—-—24w, _ 
r - =0, +1, œ 
"xs= -1+v+3w Cu у, w=0 +L s), 


x,=—2+ w. 


2、 依 题 意 即 求 ?x + у = 100 的 正 整 数 解 ， 解 得 ;zo = 84, ya = 
4, 一 般 解 是 ， 


x=8-11t, ` : 


y=4+7t, 
但 除 t= 0 外 无 其 他 正 整 数 解 ， 故 有 且 只 有 
100=56+44, 
3. 2x (1) + (2)#, 13x + 13y = 52, E 
х+у= 4, 本 《3) 


解 得 А ЕЕ Мопс 2 А з ыо P АД 
Ион 
(t=0, хь ИШ; 
ху=3+ +, | 22 бо жоот ; 
BHIN t= 0 -1, -2 时 ， (3) 有 正 整数 解 (1 зз, A `2) 
Є 1), 而 依次 把 它 代入 ( 1 ) 得 ， z=—1, 0, 1, 前 两 个 非 正 整 
解 ， 故 它 的 正 整数 解 ， 只 有 一 个 ， 即 工 = 3，y = bl 
4。 设 一 分 、 二 分 、 五 分 分 别 取 z. y. z ВК, КИЖИ 


[атат ОП o (1) 
x+2y+5z=18, ` ‚ый казу 
(2)~- (1) 得 ， y+t4z=8, ` | (з) 
《3 ) 有 且 只 有 非 负 整 数 解 ， | : 
人 {74 人 | а 
Z= 2; z=l; {(х®=0, oo au 
代入 (1) 得 
x=& (z=5, (x=2, с С! снр 
y = 0, у=4, _ y=8, | | 
>= 2=1, >= 0, О 
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5。 即 求 72x + 30у = 750 的 非 负 整数 解 ， її (72, 30) = 6 61750， 

故 该 不 定 方程 有 解 ， 且 它 等 价 于 
12x + бу = 1258, , 

318. (0, 25), (5, 13), (10, 1 ) =й. 
即 有 三 种 裁剪 方法 ， 大 人 和 小 孩 各 前 0 25; 5, 13: 10, 1}, 

6. ` N=CNI+{N}, Ni=[NDO+{NINz=CNSJI+ 人 Ni， 
л СМо+ {Мр Мусал {Ns} + {Ns} 
XW {N+ {Ns}>{N1+ Ns}= tN, : 


{Ni}+ {Ns} A h 


{N}+ (NN СМ + СМ + 


"Бата 
Npn | ` © 
TN 


до N 2- Í | 
` (N +C 2 б-а, Е аа 


Т. ЕТСЯ Сааган W , YC Окчо, кей 
正确 эз on (1) 有 且 只 有 一 Ї каан 0， о), ‚ШШ 
Coso, СХ 2+1=1 MAMAN. 下面 研 究 N>0 的 情况 。 

因为 (a,b)=1， B Ú C v JAER ур) ，ye = 
ра» тө ас Р х= (—1) (qa, 7,9-0 h F° 
rar 9а, s qal. HT a>b>08 Xos Yo #—E=A, .可 设 ze> 
0, y 6 50, ( 1) 的 一 般 解 是 ， 

{*` xo -bt 2 
(t=0, +1, =) 
у=уо+а!, фот: 
要 求 Xo—. ht20, Уеа t> ы->1>-:}э 205,18 58 7 Zo 


是 整数 时 ， TAER t= r= 50, 2, E 0] 22-30), 故 这 个 不 等 式 t 的 

整数 解 个 数 T 是 ， | ОНИ 
Уо + Teres r Суол, OD схо 

цеди 2-С ежа) AED 
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+ 1 由 上 题 知 ， с = 和 Pt 3 一 >T- ciarn 


араа 


b 
х JENE 
+1 由 上 知 ， [eo] = 
Bi ab + С) +1, 
М 
| „02. 
°° a N 
Cath 


8。 先 证 后 一 点 ， 当 N= ab ~ a ~ b 时 ，( 2 ) 若 有 非 货 整 数 MC, 
ye )， 则 axzo+byo=ab~8a-b=->a(xzo+1l)+byo+l)=ab，xe 
+120, yo+1>0=>b|xo+1, а]у,+1==>х,+1=ЬК, ye+1= 
ah, k>l, h21==>ab(k+h)=ab, k+h22, ЖЕЖ, 
Сш, ҖМ>аһЬ-а-ЫҢ, M Ca, b)=1, илн як 
ж схо, Уо), 一 般 解 是 ， 

= =xo-bt, 


(t=0 +1, +) 
了 =ye+at。 
Rx- bt>ð, yo+at > 0=> -2< t <р . ЕТЕНЕ 


这 个 不 等 式 的 整数 t= to, 

可 取 to 使 xo=bto+r(0&r<b)， 于 是 对 于 这 个 tO 有 ,x 一 bte 
=b- i= t> Tbt 、 而 

yo+ato>yo ++ ua -b+D= L byo+aro-abta) 


f “+ @Ч-аһ+а) > 于 (ab-a-b-ab+a)= -1, 


К Ув+аі >05 t>- e, 
这 就 证 明了 ， 当 N>ab - a- bt, (2 ) 有 非 负 整数 解 。 
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8。 因为 60= 22 х3х5, ВШ 要 ВКК = 433 ЖОЮ) 
分 数 之 和 ， 其 分 母 可 分 别 为 4 ， 3, 5 ， 分 子 为 下 列 不 定 方程 的 整数 
ж. 
15x + 20у + 122 = 17, 
先 求 15х+20у = 51, BD Зх + 4у = tH fs 


х= - 1-40, 
$ (u=0 +1, +) 
y=t+3u, 

KR 5t+1l2z=17 的 解 ， 
t=1-12v 
| , «у=, tl, э, 
z=1+5v, 


у=1+30и- 12у, (и, у=0, +1, +) 
z=1+5v, 


ТЕЖ КЫ, у, (х, 0) =1, (у, 3)=1, (2, 5)=1, $ 
#ХЯ ЕЛЕЙ ЖИЕ 2, M, ауе ої, 1-1,1 
7 


ЕИ 


l а= у= 18}, Let- 8' 6 ua =ош, 17. 
tp" Y=1 时 ， 60 Tgp ЧТ v B Q 

5, 1 
了 + 二 等 等 。 
10。 设 大 和 尚 zx 个， 小 和 尚 7 个 ， 则 

И 

} 1 

3x +-су=100, 


解 得 x = 25, y=75. 
” 改 后 的 情况 ， 是 求 下 列 不 定 方程 的 非 负 整数 解 ， 


9x +y = 300, 
其 非 负 整数 解 共有 [0 ] +1= 33+1= 34 个 ， 是 
{сә (t= -8 ; 1, 0 
y=75+9t, 一 , , , , 0, 1, ka 25), 
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11. HAH xU, Ж С10у +5.2)? 元 ， 即 
253x — 100у =52。 
解 得 x=84+100t, 
{›- 212 + 2534, 
тит ЖАҢ х= 810), у= 2120104), 
。 只 要 证 ， 
Co (2n24+n)8]+5(2n2-3n-1) ~ (2п?+п+1) 33 
+++ (2п2+2п+1)9—(2п2+2п-1)9]=1п®п+1)® (1) 
即 可 。(1 ) 的 Е ШЕ. 
左边 = 2n(ánt+ n) + (2п-2)(4п%+4л) £ + 2(4a3+ 4n) 


(t= 0, +1, +2, ? 


= 2.202410 ца +4п) = 右边 。 


13。 由 定理 2.3 知 道 (1 ) 的 解 是 
u xs2ed, у=с®—4%, 22=c2 + dš, c>d>o (°, d)=1, °, 
4—4 —Д. Ж c=2ab, 4=а%-Ьз, айты, a>b>0, (a, 
by 1，a，b 一 奇 一 个 ， 记 以 ~ 
:X= 4ab(a2- 2), у = lat+bt-6atb2i;, z =a% +, i 
是 C1) 的 正 整 数 解 Cx>0,y> т>0, (х,у) = 1, 215). Е 
+hbs2 是 奇数 。 : аа 
(1 ) 的 整数 解 有 :， CO, 0, 0), (0, +a, +а), аа, 0, 
+а),(+4аЬ(а®-Ь), +(а#+Ь4—Ба®Ь3), + (аз +3)) ‚(+ (a 
rbt—6a3b3), +4ab(at-b2), +(а®+Ь3)), ЕДӘ {ЕЖ 
选取 ， i “' 
14。 由 定理 2,3 及 其 引 理 2 ， 可 得 , 
ха= 204, у = |с2-412 ж=с#®+ 4%, c>0, 42066. Ф =1, 


2|с. 42с=а%, =, War=2a, Ь,=Ь, @ 


x=2ab, у = |4at—b4|, z=4a4+b4, a2>0,..b220," (а, Ба 
1, а, b 一 奇 一 偶 是 (1 ) 的 解 。 今 证 明 24b， 因 若 2jb， Wx, 了， z 
都 是 偶数 ， 这 与 Cx， y) = 1 矛盾 ， itb, 
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15. 设 直 角 三 角形 OA BJ Y 
边 OA =r=1l， 直 角 边 OB = x, 
BA =y (如 右 图 ) . 则 sin0=y, 
соѕ0 = х, Е R x, y ЖЖ 有 理 
数 ， 即 单位 图 上 的 有 理 点 。 由 定 
理 2.3 的 系 知 道 一 切 如 下 的 点 ， 


2ab а2 b3 
(кау, tarb)’ 
п athi O 2ab : : 

(аара, 2%.) a аад 3 


都 是 有 理 点 ， 其 中 а, эжен, 正 负 号 可 以 任意 选取 ， 所 以 当 ` 


) 或 8= are sin( + 2 ЭУ... 


9 = arcsin (. + 一 er 


时 sin 6 和 со$ 8 都 是 有 理 数 。 
16。 显然 x, у REER, 把 x 的 什 代 入 ( o ) 的 左 过 ， 得 - 
зї җ&е охак сажи Di4 Q- v zy 1 


-2]2 + сажу) аа vami- 2) +15 teo + 
+) d- ую D+- у )#'1- рн Hece 
Dea- VD rd 2021-1) = 1423 
taa- vay- ttv y+ ~ Var-19+1=72 ` 
和 ayCQ- Уге су Ф. Pca- Уа) Жуу 


+- VO 2 VDI gA- ую» 
+ 二 = 了 8+ + Ct) (1- -DIVE 
d- ganay Leyi уаз Vay g) + ы 


=у?%, 


实际 上 ， 这 里 已 包括 (a) 的 一 切 解 了 ， 不 过 我 们 没有 证 B (а) 再 
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无 其 它 正 整数 解 。 此 题 给 出 了 相 邻 二 正 整数 作为 直角 三 角形 二 直角 边 
之 长 的 一 切 可 能 性 如， 当 na=1 时 ， 即 32+43=52 0=2 时 ， 即 7 
202+ 212= 292 п= 3 时 ， 即 1192+ 1202 = 1692 等 等 。 

17。 设 入 ABC 的 三 边 长 分 别 为 <x，y，z，90 为 长 7，2 的 两 边 的 
Жж, ИШ 


х®=уї+у®—2ул cos0, 
5-1 yz sin0, 
首先 ， 要 按 15 题 的 条 件 ， 给 出 cos0 和 sin0 同 为 有 理 数 的 9, 但 


应 把 9=0 “和 = 180° 除外 。 
Фр рй мо 


de 

[с] 1 
=> R di- cte {+ 有 解 = 了 要求 басан Га, 
而 c= За, {= а? – 2, д=а?+Ь2 R# с-а? - р, Ё =2аь, d 
=a3+b3 是 它 的 解 ， 也 就 是 

c `, 2ab 或 -ripi 


d tator 
其 中 a， элаз онак созата са, b= , ， 并且 
тє. ` 7 


соз@ = 25, асі sinb = Z 1 cosi0 = 


当 92 с2 = GEER, 要 求 amanenna 
是 完全 平方 ， 则 


z = Чушъхї=+ уҙ + суза 2у2 = ( dŠ часа )y 3 
= (15 )* ° 
否则 ， 
g*+et —2де т 
= 2 уз eè „ес = у? 
z ух уа в үй ) а 又 恢复 
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到 要 求 gs + es- 2g S 是 完全 平方 ， 当 e= dg ， 即 z <-97 时 ， 它 
是 完全 平方 。 否 则 ， 又 重复 上 面 的 结果 ， 所 以 仅 当 


р 
z еу, х= у = М0 У» 


УШИН, х, у, 都 是 有 理 数 。 即 
当 сасну, Вр аз tb axo, b% oit, 


z = у, х= 2701—02, удна, | 


4 с= 00]; Врх? =уа+22 的 一 切 有 理 数 解 。 : 

上 述 的 一 切 x，y，z 为 边 长 的 三 角形 ， Жизак. 

18。 把 (a) 的 两 边 平方 得 

x3- 8x4y4 +168 = 24524 + (2xy)*= (x4+4y%3 . (B) 
由 定理 2。 ба (В) 无 整数 解 。 所 以 (a) 亦 无 整数 解 。 事实 上 ， Яаж 
ЖЕ (xo, Yos 20), MIC Zos 2хоуо, хау) юа 
解 ， 这 是 不 可 能 的 。 

19. # (х, у) = (2а, а2-Ъ2) = d>1, WJ 

G) #4=21, W2|a R2|b=>2]a Н 21, Жуба, b)=1 
矛盾 。 

Gi) #d=2t+1=pq,(p,q)=1, pla, аьа akp, ba 
hq, ał-bè=kèpè- hiqš=sd=spq==>pqla2, pq|b2, 这 与 (a ， 
Ь)=1# 5 ' уаз 

. (x, y)=1=>0 y, z) =l. ， 

20。 仿 照 定 理 2.6 的 证 法 ， ацан, G 

:车 ( 1) 有 正 整数 解 ， 则 一 定 有 一 个 z 值 最 小 的 解 ， 即 存在 一 个 最 
小 的 正 整 数 u， 使 得 ， КИ 

x4+4yt=u2, x>0, y2>0, u>0 (2) 
ЯЙ. ХЮ (х, y)=1, (х, 2) =1, ДЕШ, ЖН (х, у)>1,‚ 或 
(х, 2) =2， 有 
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(сёз) + “Сууу” Сал) э 


< (x, уг Сш 


R., Фк=2х', 15 
s 
4х'&+у&= (ç ) =>0 << 

都 与 u 的 最 小 性 矛盾 。 抱 ( 2 ) 写 成 

(х2)2+ (2у2) 2 aus | o, ` n" -‹2)” 
由 定理 2.3， 得 : 
(2y)$=2ab, х%®=а%—Ь3, цаа? +2, a>b>0,: (aj bystf;C(3) 
В. а, СД x, ú ЖЕҢИ, ЭХ SOROR. BD 
21», 中 zx 且 必然 41b，2+a。 否 则 a =2a,, b= аат 
= Aai- bro bD -i 又 因 x= 2x1+ 1 一 > 2 tatt +1, 


这 是 不 可 能 的 。 | О 
“于 是 可 设 b=4c, 得 ` | I Е 


и 


(h) =ас, (а, с)=1 


пр. Ж ыал ЕТЕ: КЕ ЖЕ : 
а= 12, с= 2, d>0, t>, cd, DEL ҮЗ 
代入 (3 得- `: У 
dgs 61614-5 GiH ха (4%), аб 
H(4f2, x)|d2, 0472, с) |х (4f2, x)| (df2,d2) HU, ој 
(412, х) ==» (412, х) = (44%, 48) = (b, ау =1, 4 220, кър, 
HEUTE = блузу © 
7 4ft=2Í]m, х%=1# ms die {а m3, {>ш >р, (Í; m) = 
1, Rohm E Е, о-о), 8 Е 
f2= lmi。 
由 定理 3,3 前 面 的 引 理 2 48 


l=r3}, mi=s?, m =2s3— r+ 454-48, 
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市 u=as+b2>a=ds， 这 与 tu 的 最 小 性 矛盾 ,所 以 (1) 无 下 整数 
解 。 
21. (1) 的 两 边 平方 整理 得 
24+4(xX7)4= (x4+y4)2, : <2) 
若 (2) 有 正 整数 解 C(xo，yo'zo， 则 前 题 的 x=zo，y=xoyo， 
z= х0 куб хе буб z32 的 正 整数 解 ， 这 是 不 可 能 的 。 所 以 (1) 


无 解 。 
22 此 题 证 法 有 多 种 ， 今 用 
最 初等 的 方法 证 明 于 下 。 
因为 r 是 奇数 ， 且 : 
s+ vs=r3 (1) 


所 以 u v 必 一 奇 一 个 。 : Е 
G) 设 4 为 偶数 ; ШЕЖЕ 
ч = 2#——>ъ>(г+и)(гт-ц)у=у®%а. 
q% САД ЯЖ ) == >»г+ц= ад“, 
r-u=q', a>B=> 2u = д (4% =D>" 12u 一 >B- Q => 
п+д#=2®+1, 


^% q= нента > осер, 
W аз+1=21, q'- 1= 2t(12>t)=> qn= ratus 2 1+ 


w ЁЙ уі -15 x= q > 
=3, n=1=>v=q "=3== q теа (qk си ~ р 
= 4х2 = 25-5 ш = 2u: 24, r=". ls =$, 
x |АМ|=1, IBM]|=9, |CN|=8, IDN] =, : 
Gi) 设 Y 为 偶数 ， 同 理 可 得 v=4，u= 3， жч ч>ү 的 假设 不 
No APE, 
第 三 ж 


Т. EER а = ала, 1азвцао Са, 00, LaL. 150,1, 
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心 ，n ) 。 因 为 1000-=1Cmod37 )， 令 
f(a)=azalao+aa…a5ada3y 
则 37]a< 人 37jf(a)。 从 而 得 到 a 是 否 37 的 倍数 的 判别 法 。 例 如 ， 若 
а= 1249083, HF 
1249083——1332—— 333, 37 |333, 
则 3711749083, 
因为 100 王 -~ 1(mod 101), $ 
f(a)=aa…adiasaz 一 2a130， О 
MJ 1011a<->1011f(a)。 从 而 得 到 a 是 否 101 的 倍数 的 一 种 判别 法 ， 
例如 ，a= 3813659， 由 于 
3813659—>38077——>303, 101]303, 
д7 10113813659, 
2. G) 因为 4568==4+5+6+8=5(mod9 ), 7391==7+3 +9 
+ 1=2(шөй 9), Т 4568 х 7391==5 х 2=1 (mod 9 ), M ` 
30746529=0 (mod 9 ) 故 计算 是 错误 的 。 Е 
Gi) 16x937 х 1559=—7х1х2=5( mod9 ) › T 233735286 
(mod9 ) ， 故 计算 是 错误 的 。 | 
3。 经 检验 知 3 、 5 是 它 的 因子 ， 故 


^ 


и. 1585625 = 3% х 54х7х 13, 


4. Ж. HA 0m0, 21m2, 2224, 29==8, 24-5, 08. alb, 26 
таў, ¿7=s7, 28==3, 29=а6, 210ә=1(шо011) 0, 1, +, 100 
一 个 排列 。 | 

5, &a=2m+1, A, щдп= 18, Ша? = (2m+1)3= 4m(m +1) 
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+1=s1(mod8 )， 故 n=1 时 结论 成 立 。 
В) 设 n=k 时 结论 成 立 ， 即 


(2m +1)?*-1=0(mod2": ?) => (2m +1) -1=2kt3t, tÆ 
整数 。 而 


21 ра (ant lC ай +]у=( а?Ё—])0(а##—1) + 2) 


а 
Соу Зу? пореске = 0352854 р 098 

= t2k'5(t2k*1+ 1) ан (шой 2078), 

故 对 子 о>, ФУ. | 

6。 对 u、v 的 不 同 取 值 x Rap ере = p? 个 值 。 今 证 明 这 样 的 
p* 个 值 ， 关 于 模 p* 是 两 两 孔 不 同 余 的 。 若 | 

uy+p'tvy=suy+p''tvy(modp')-—>u,-uyz=sp'"t(vy— у р) 

(mod p')==>p' tlu- uz, Ё аи Стоб p ):==50 = u 

==> р? tv учар? tv (шой р') ==> v узу: (mod ph E vi = ve, 

“= T. 由 定理 3"5 系 1 知道 当 п= 2 时 ， 结 论 成 立 。 

.B， 设 为 k ~ 1 时 ， 结论 成 立 。 m Emp т,, +, mk: 11 HË 
Rit, S'= M: (хая Maxi tiit Mi- ima: 1 Ух, ху; а, хь. 1 分 
Яп, тз, = ши 的 党 全 剩余 系 时 ，S/ [4 №/= = mima 
ту. 1052828. 其 中 miMf = m'Gi=l， m, К-Ы, f 

щй, ешь mt) 51021, . э k- 1), ФМ; = mM’ 


(і = 1, ы k- 1), m’ =My= mis ‘Mmk. ° m= mMer = 1 mi ma 
mx, Ну ( m ш) =1(і=1, 2, w, k-1 => (ша, Му) а1, 
4 . 


z= Maret meS’, | 
当 站 过 模 mr 的 完全 剩 系 ，S/ 过 模 Mt 的 完全 剩余 系 时 ， 由 定理 3.5 Ж 
1 知 ,过 模 m = paMy= mima cm 的 完全 利 余 系 。 这 就 证 明了 所 要 
的 结论 。 
8. GD Ш, 当 xi= -1 0, 1Gi=0，b =, a ) 时 ，(a) 过 
Ж2Н + 1 = ЗА ДИЛУЖ@Ж ЖЖ. Й (а Жжж (С-Н, Н] 
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中 的 2H + 1 个 整数 。 事 实 上 ， 当 xi= -1, 0, иң, (ay Ж Ж 3° 个 
值 。 且 两 两 互 不 相等 。 否 则 


3x f + 301xd-i 二 十 3X1 + xo =3°х„+3°°%х„_ [++ + 3х) 
+ Xo 3 (Xa ~ Xa) + 3 l1(xd- ~ ха) t. +3(xí — Х| ) = 
=xXg- xg =>3| 3o -x0==>xo= хо, 803° 7 1(x4— xs) += + 


+ x{f~-x1=0—> 3[xí- xí =>xí = x i=. А5 Kar, 


用 四 ) 的 最 大 值 是 . | 
35+ 31+. вж = 11) |s 
(a) 的 最 小 值 是 - : 2o 
le | зр 
故 结论 成 立 。 


Gi 特制 Кавана, 3, 33, ө, ЗАЛЕ, ERRA 
物体 及 xi 取 - 10 Ж ЕЖЕ А A, xi 取 1 的 夸 码 若 在 左 盘 。 
从 (i) 的 结论 ， 知 道 当 х BENEN, A 使 T = 三 3 k 3з 
+ rZ STP ED E fit pik Ta ( <H ›. Б 
《的 另 一 种 证 法 ， 整数 - Н, з, -1, 0, 1， 9 ELE 


Sii ) 是 模 2H+ 1= нанава жані 
златяемея Е | 
_ 0, 1, „» ОН, „Н+, "e, Н. | | 
; be ie Tota шо. ta Q 2 уур, sa d 
жк, ШЕ] xf 0， lL 2(i=0 1l, =, 008 К 
- ra + 35 xt ri кЗ. ` < EOY 


Ж-Н), ОЗЫН iiH АЧЕН; 7 жы 
的 是 


Ut 
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所 以 (a) 过 模 2H + 1 的 非 负 完 全 剩余 系 。 今 考察 ; 
31х14 + 3°7°1х4-ү +++$хр+ох-Н 
| “Н = 3% 331+... +3+1 


2. 3"x4 + 3°71х4-ү t e +3х{+о х-Н 


= 39054-1) +3 tx D+ ЕЕЕ лу 


$ xi=x(-1 (і= 0, 1, ө) 4a) 则 得 


= Pryt 3° Эх. 1 teet 3р Ф хә. . = (а) 
s ADAX xi= -1, 0, 4 时 (a) 过 模 2 于 + 1 的 绝对 最 小 я 全 я R, 
系 。 故 结论 成 立 。 | 
9. А) МЕ = 281, х}, x 分 别 过 模 m4 тикени, 
хү+штүхү 共有 шут. М8. BE , > озат 
a у\той-ш пша) паар) Q 
= xi=xi(mod mima)==>milxi- x1 Н Xa- Z$ з. 


5 
Е і К. Í "t; і Im 
Н И е 


<= ү 


xí- xi 
= -mr (mod ms) = X1 = XI... х=. x; š а 

В) 设 当 xs，…， хь АМТ, се, т 的 完全 剩 杂 标 时 ， 
xs + mazs + + ma…ms-ixt 过 模 mi…mr 050 £ ЖР Л 为 
(т шу" ш) =}. 888355 548, ш, (ха + шаха 二 
mx- ха) ЖЗШ пзи TATS N a I 
"š txi xà; чч, Xk хур ml m3» ‚їй шї my 
8362842 Rh mt +Ë, ВЕНЕВ 一: 


Xit mixst + mmk_axXk:ittm Шү Fk 


` ë Xf шаханов mE mr х{(шойш үө 


mpr ge {C mod н), Xy F msKs 二 二 mge хуй с: 
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sm x4- тух + ++ mg my. (Xk (mod mz mk)—> 
==> х рае х; (mod mi) хазех (шод mg), =+, xy=x¿((modmk >? 


X= ху, Xy = х, s Xk= X. 
10。 由 定理 3.5 系 2 知 ，a& 是 过 模 m 的 互 素 剩余 系 a1，as ，…， 
аФ‹ а), O0<ai<m, Н (а, т) =1, аата, 2, "`. 


Ф(т)), 
# (а, т) =1, m>2, (т-а, т) =1, Нт- arxa # 


则 二 = 2а, У Са, ш) =1#8). mabara „ү, Ф(ш) 是 偶 


| 


m 
шиаи асари оер, 使 得 


E i Tii аот, дите ур, яш 


31 зё |” = dem., 


po 2 时 ， Ф(2) = 1, : 3 = +. 


1。 由 定理 3.5 系 3 知道 当 上 = 2 时 ， 结 论 成 立 。 

设 上 -1 时 ， 结 论 成 立 。 W m= шуша а= mM (Cist, vae 
k-D; (mi mj = 109је1, +, k-1), Es бар y быа 
Зет: шу, s шь 1 时 ， 


Туз = МЕ, + Маан + М{-у&ь., . 62) 
Міт’ = mims…mk- :的 互 素 剩余 系 ， 其 中 M4mi=m'(i=l 2, 
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ө, k-19) 
(2) ЮЛ А ша, me то) =1(i=1，…，k-1)， 再 
ШЕМ Маеш’), Ë 
Тк=М{&,+ Маё ++ + Мұ Ër. 1+ Myth 
=m, + МЕ (1) 
其 中 履 和 8 分别 过 模 Mk = 和 m 和 mz 的 互 素 剩余 系 ， 由 定理 3，5 系 3 ЖШ 
道 Tk 过 模 Mr。mx = m ima ешь = ш ЖЖЖЖ. | 
12。 因 为 65= 32x7，q(63) = Ф(32)Ф(7) = 36， 而 7222= 2 х 23 
x 157， 所 以 (63，7222) = 1， 由 欧 拉 定理 ， 知 | 
(722251 + 3)18= (7222 + 3)!®%ж=(43)1®=(-20)!®(шой63) 而 
(~ 20)2=22, (~ 20)351, (~ 20)18=1(mod 63) 
CA C722287+3)15=1l1(mod 36). 
15, G) A) 当 t=2 时 ， 按 二 项 式 展 开 得 


(В+ Баева + h$ (mod р). 
В) 设 t=k 时 ， 结 论 成 立 。 即 
Cha + hs +e + кы НЫ hè tee + htmod p), 
当 t=k+1 时 ， 


(hit+hst ө + he+ hy, Pm (у 十 ек hie)? + hta 


жы hi + œ + hË + һр, (mod p), 


Gi) 到 hi=hz=…=ht=lt=l 2, ++), 得 
{Ран (щоб p), 
$ 
Чан) @ш=рїїру% pf, Фп) = [| фі- 0р, 8 
i=] 
为 对 于 任 一 素数 p， 若 (a，p) = 1， 则 ai= (mod p), MEE kE 
得 a?"1=1+kp。 而 | 


(а?7!)Р= (1+ Кр)? = 1 + сікр +e + (Кр)? ж 1+ pêl 


а=] (тойр?), 
依 此 类 推 可 得 atp 1)pa-4 ==] (шой р" а#'?% sal (modp”)。 


Ф: (а, ш) =1， 则 (a р у=1(ї=1, 2, +, s), В 


Ф(р%! > 3。 
а =1(mod рр!) $ aY sl( mod pD =1, =, 


5) 1. aY (M= mode ppt» рез, ， рее) 


Ф а" 09051 (шойт), 


rO ` ЕХ. 
1. Ci) з37256=1 - i 
256 81 = | | 
81113 = 
13:3 =4 
3:1 =3 2 р 
337 4 6 3 1 


noget Ch 89060032, ттт 79 тм": 


256 x104 的 末 位 数字 是 4，337 x79 的 末 位 是 3 W Lis ao 
256 x 104==1 ( mod 337 ) => x =.104 x 176==81, (mod 337) 
(її) 462584, 348) =6，6+181， 故 无 解 。 O 
Сі) 7 73х10] ( той:29), 有 (10, 29) =1, 

<. 10х 3х==10х 10213 (mod29) ==> x==13 ( шой 29) А 


(іу) © = с, 2，1，3，4]。 


3 1 2 2 
1 3 4 11 26 
41 x 86 的 床位 数字 是 2， 1211888245 1, MA | 
47 x 26=м1 ( mod 111 ) => x==s26 x 89= ~ 17 Cmod iit M 
(v) 因为 《660 1385) = 5， 5 1595, яшиназд тй 
以 5 得 77. са 


уж 
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re 


132x==119 ( mod 277) ` 


« 217 


6 15 2 
- = ° у 2 , 2 А а ша 
139202 10 6, 2) 1 6 61 128 


132x128 的 未 位 是 6，61x 277 的 来 位 是 7 ， 所 以 
132x ( —128 ) =| ( mod 277 ) ==>x = -128x119 
=3 ( mod 277), 
“ x==3, 280, 557, 834, 1111 ( mod 1385) 
ЖБИ АЛАИН 48. i 
(vi) Ву C1215, 2755) = 5 ， 故 先 解 
243х==112 ( mod 551), | 
同上 小 题 的 方法 ， 解 得 ' 
x==200, 751, 1302, 1853, 2404 ( mod 2755), 
是 原 同 余 式 的 解 。 | 
2 出 定理 4。1 知 该 间 余 式 有 解 ， 若 (Ж, b) = 2 ， 则 由 同 余 的 
性 质 78 知 它 与 ar x=, C modm ) 等 价 ， 故 可 设 (2t，b) - 1 。 因 
为 b 和 m 都 是 奇数 ， 所 以 b+ m 和 6b-m 中 总 有 一 数 是 4 ВУ 
作 b+m 志 0(mod4), HX E, b=2t+ 1, m=2u + 1WJ b+ m 
=2lt+u-1); h=m=2(t-u), 4t, а — 9—8 4|b +m; 
Ht, AARAA, 4|b- m. . 
& 2 | 


beme “jr жж? ъз, 24 }Ь+ш), 
于 是 | | 
(1) жр, N ха Р! (modm ) 是 该 同 余 式 的 解 。 


сп) #b<k, #b 028, шр 


sk-Š уьу (mod m) 


ЕЙ. ВЕЗНОГ, ПУКНА. 


3. 28 x==179 ( шо4337 ) (а) 
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因为 b+ m=179+337= 4 x129， 所 以 (人 a ) 与 


28x =129 ( mod 337 ) Ca’) 
等 价 。 又 因 129-337 = – 24х13, Ц (а) 与 


22x= -13 ( mod 337 ) Са”) 
等 价 ， 而 -13+337=22X8l， 所 以 
_x в281 ( mod 337 ) 
是 (a ) 的 解 。 
4。 与 第 2 题 一 样 地 ， 可 设 (b，3) =1， 因 此 
m=3t'+ [ш> 3|b-m; 
3t 十 | 
m=3t + 2:> 3 |b +m; 
m=3t + 1=> 3|b+m; 
3t + :| 
m=3t + 2=> 3 [b— m, | 
所 以 3 整除 b+m 或 b-m Z—, #з° btm, MaD 等 价 于 


b = 


ЕТ š =? Cmodm), Са”) 
依 此 半 拉 可 得 与 第 二 题 类 似 的 一 种 解法 。 
5, ЖЖ 
39 x = 112.( mod 551). Ca) 
因为 112+ 551 = 3 x221, ВИ (а) 等 价 于 © 
| 34xms221 ( mod 5512; | Ca” 
又 因 221- 551= 3 x ( -110), U C a ) {Р 
38x=a— 110 (mod 551), Ca”) 
XI -110+551=32х49, ЖИ ( 8” ) 等 价 于 
3x=49 ( шой 551), o CaF) 


Сат) 9 х =200 ( mod 551 ) ， 所 以 原 同 余 式 有 解 
x*==200, 751, 1302, 1853, 2404 ( mod 2755) 


6, #а=р! рб pf ‚ # b+ mt= 0 X modp; ) В 


раі b+amt， 则 (1) 等 价 于 
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Qi1— B81 az ор, b+mt (2) 


ро ра. рр r=, (modm), 
pi 
今 用 数学 归纳 法 证 明之 。 
А) 当 k=1 时 ，(〈1 ) 等 价 于 
一 t 
рү! òi хь, (шойт), b ?二 zt， 
p, ! 


ЖК Е, н} x==c ( mod m ) 是 (1) ЮЖ. 
B) 设 k- 1 时 结论 成 立 ， 即 


@1.,.®Е-1х = 
рү UP ү x b(modm), 


可 用 上 法 求 得 x=c mod m) 是 它 的 解 。 而 
pf... раа: ре ха (mod ш)==>рү! р ра; (у= Ъошойш, 


其 中 y = ph „888 mc (mod m), Bi pš* х=, (mod m) ü 


由 A， 


хкес' (mod m) 是 (1 ) 的 解 。 ба 
例 ， 因 为 1269= 2434, 1935 = 32х 5 x43= 82 х 215, 
1125 = 32 x125， 故 先 解 
2*3% x=125 ( mod 215). 
由 于 2#]125+215, 


_125 +215 
— 4 


^. 220.32 хаз 15 285 ( mod 215) 一 人 22 . 38 x 


92300 ( mod 215 ) ==> 3% x=75 ( mod 215 ) ==> 3x25 (mod215) 
=> 3x=25 + 215 = 240 ( mod 215 ) => x=80 ( mod 215), 
2, x==s80+215t ( шой 1935), t= 0, 1, =, 8 
是 该 同 余 式 的 9 个 解 。 

È: JE, 4, 6 给 我 们 一 种 较 简单 的 解 一 元 一 次 同 余 式 的 方 
法 。 

7. үе ои, | х+4у==29( mod143), 


— 


2x-—9y==59 (mod 143) ; 17y=-1( шоа 143), 
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х + 4у ==29 ( той 143), х= 4. 


= (С той 143). 


=> 

у==42 (mod 143); (y=42. 
8. ШИ 

2x=1 (mod? ) == хеч (тойт ), BT =4 (mod? ) 


1 5 ( mod? ) 


3x=1 ( mod7 )==>x==5 ( mod 7 ), 即 3 


a las la, 1 
МЛ ү=?, с=з, ë 
9。 即 解 下 之 同 余 式 


47x=1 ( mod 93) => x=? ( mod 93) , 即 -二 一 2(mod93)。 


#=ш6( mod 7 ). 


同样 地 ， 可 得 -27 =2 (mod 50)› А9 42 ( mod 12). 


102 
10. Ci) Ca, ш) = (К, m) = 18, ax==b ( mod m) 
等 价 于 akxsbk ( mod m > => =} (mod m), | f 


Cii) арх бу, аух;еһ, (mod m), (ау, m) = 
= (as, ш) = 1 | 
к=ъаүаух атау, аңауху==а убу (mod ш) 
=a (x14 xg) =azbi tarb; R таг 

хаз 02. C mod m) 
ШЕ: +a „еи. (mod m). ` 
(111) Baxi=by, asxs=sbzs(modm), Cap m) 
= (аз m) = 1 
= a,a,sxixs=bibs (mod m) B (ааз, m) = 1 
bi. bs 


= Бар» (modm). 
а; а; аа; 


Civ) axi=b,, арха, horvs as ( modm ) 


=>absx xÚ bas, Aazhyxg xÜ #zasb ( modm), 


818 


且 因 (atm7= (ат) = (bs, т) = |же калу = "үт, 


X2x =l (C mod m) А (хз, ш) = (x, , m) = 1, 


я bs x= bi (mod m ) ==> x: x=x]; [ (ху, m) = 
Ag a, 


xyxy”=1 ( mod m ) ==> x=sx; x,“ (той ш) = x! 
3 
==xixs”( mod m). 


. bi, ba bias 
a : a, абз (modm), 


11, ## (<a, т) Waaa ax= =b (mod m ) 的 解数 
-1 


1 m 
T s- > 


x=0 k=0 

У (а, ш) = 1, x= 0, 1, 2, +, m- 1lBhax- ЬМ mi 
完全 剩余 系 , 故 其 中 必 有 一 个 且 只 有 一 个 riar- b=0(modm)， 
所 以 T= 1, Врах==Ь ( mod m ) Д1 —}#, 

3⁄ (а, m) =4>1, 

Ci) 车 d+b 时 , Ща +ax-b=>mfax-b=>T=0, 
即 ах==Ь (modm ) Ë, 

Cii) 车 dlb 时 ， 令 aid=a， bid=b, mid=m, MJ 


-1 
> 二 27 让 (ax + b) 
em 


m=1m-1 т-1ш-1 ; 
тъл у „сш =b у 1 „ахы 
| n ° a> 0 , 
щх= 0, 1, =, nm-1 时 T=1， 所 以 当 x=0，1，， 
m1 财 ，T= 十- =4, ИЖАТ аЛ, 
12。 用 孙子 定理 求解 
Ci) х=3х22+ 5 х56==38 ( mod77 )。 
Cii) М=11х7х 5 =385, M M ,=210 ,Me My = 334 ， 
Мз'Мз = 231, 
„ х=2х2]0+ 5 х 330+ 4 х 231==299 ( mod 385 ) , 
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сп) 原 同 余 式 等 价 于 
x=] (той? )， 
х==3 ( той5 )， 
ха=5 (тоа ), 
miM = 315, ММ, = 225, М,'М,= 126, Ms Мз = 280 3} Мз” Ms 
= = 35, ;` 
x=225+ 3 х126- 5 х 35==113 ( mod 315 ) 。 
15. Ci) В 
x=] ( mod7 > 
x=2(mod8)==> x = 1х 288 +2 x 441 + 4 x 280 = 2974(mod504) 
х==4 ( mod 9 ) 
Cii) x=] ( mod 2 > 


ха=2 ( шой5 ) А 、 ， 
{1 ` === x=] х315+2х126+3х540+ 


xss3(mod7 ) `" 5х 280==437 ( mod 630), 
x=5(mọd9 ) 


© iii) (x=3( modll) 
x=2( mod72 )== 3x936+0x (= 1435 7 
| lx (=792)==1730( mod:10296) , 


я 


x==1 ( mod 13 2 
14，… (mi míi)|z-a=>milx-a, mi |z-a==>x=a 
С щої ту), хаа (тоёт, ), UCB) E Co) 
СТ с 
如 果 a ZAA xma, mod m, ) хаа (тайт) у 
那么 milx-ai míi|x-a,i=>( mi, шу]|х-ау 
==> хава; ( шоб mi, me 一 C mod mar ima), 
所 以 《a ) АНЕ СВ) 的 唯一 解 。 10 
ЖЕ, ЛАГ НА +644. 4 直接 推 得 . А 
15. ШЖ (а) A Ж хава (mod( mi, +, ша J), ЖЖ, 
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ш!а-ы(ї=1, 2, +, k), Xnilmi==> nile-biCi= 1, 
2, зе, k)=>a=b; (modni) (i= 1, 2, =S k), 

又 因 (ni ni) =] Ci¥j=1, 2, |, 和)， 由 孙子 定理 知 
Cb ) 只 有 唯一 解 ，〈a ) 亦 只 有 唯一 解 且 (a ) 的 解 也 是 (b > ЮЖ, 
ж (а) СЪ) AR. 

16. Ci) mi=7, ms=9=3x3, тз=15=3х 5, mp 
тз, шз] = 315, Йп{= 7, пе= 9, пз= о, Спр пу, ns 
= 315, Н (пр 02) = (пз па) = Спі ns) =1 由 15 题 知 ， 
只 需 解 

x=2(mod7 ), 
x=5 ( той9 )， 

x=1(mod5 >. 

用 孙子 定理 ， 仿 12 题 (iii ) ， 解 得 x= 86 ( 01215). 

CH) 用 з» 表示 二 方程 组 等 价 ， 则 按 题 意 


x=0 (mod5 )， x=0(mod5 )， 

x=10( mod715), x=10( шой 143), о, 
х==140( шой 247 ) ， =< x=7 ( mod 19) ' i 
x==545 ( mod 391), х==15 ( mod 23), 
ха=109 ( mod 187 ), x=7(mod 17), ` 


#18 x=10020 ( той 5311735 ), 
17. ЙН, ДАЈ х 公里 ， 则 


x= 0 ( mod300), x=0(mod52 )， 
240— ` 

= -18 d , 

x= 18х70. 180 тоа 240) x==4 ( mod2*% ), 
180 izgs | 

x= 8 хо S60(modl80), х==6 ( modš ›. 


Ж x==3300 ( mod 3600), ЖШ, сенз, 第 一 号 


uti 3300 = 11( 天 )， 第 二 导 船 行 3219 = 1334 CR) masaq 


.8300 j: 
180 = 182 4《“ 天 )， 


18. <i) 3+0+1+5- 71 
3+3+4+2 


3+3+4+2 ` 

2. 3x4+xS+5x— 0 == (х 1)(3х8+3х®+4х+ 2)(mod7 ). 
Cii) 经 试验 知 其 不 可 约 
Kiii) 1+0-2+1+42 
+2+4+4-4 


1+2+2- 28 


б. xt- 2zł+x+4=(x—-2) (x~ 3)(х®-2х+ 3)(mod7 Y. 
19。 与 上 题 同一 方法 可 得 
Ci) 原 式 王 2(x- 2)(x- 3)(x?- 2)(mod11); 
Cii) 原 式 二 (x-2)2(x~ 3)(x—4)(mod11), 
2001)“. х? бза (хх) ха (x8—- 6 ) =ахё- (по 5) 
故 它 只 有 一 个 解 х=] ( той5 ). 
Ci) 因为 原 同 余 式 等 价 于 2xzs+3s0(mod5 )， 故 它 只 有 
一 个 解 x=] ( mod 5 ) 
си) 原 同 余 式 等 价 于 


х? ~ x=0( mod 2 >, 7.617 
2х + 2==0 0 mod3 )， ‚{(2) 
хд+2х®%+2х=ш=) ( mod5 ) 。 KED) 


《1 ) 有 解 xse0 1 (той? ); 

(2) AR x=2(mod3 ); 

《3) 有 解 xses0 1, 2( mod5 ) 。 

《xsae0(mod2 )， ( хаз) (той? ), (x=0Cmod?2), 
5. € хат? ( щойз >, X=:2( mod3 ) ， xsz2(mod3 Y, 

x=0(mod5 ); x=1(mod5 ); x=2(mod5 ). 
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Жз. ` L r ЕЕ СУ Р 


x==2 ( mod 3 ›, x=2( mod 3, >》， . X52 ( mod3), 

x=0(mod5 )р | x=1 ( mod5 Эз х2). 
HATE, x==bix 45 кых 10+ bs х6 C mod зо), ВЕТ, 
49920. ху=®26,.. Ey= 2, .X= 5 Хеше]1, X'es817 《 mpd30) . 


x=1 (той? >), x=} ( mod 2 >; Е С той? ), 


бажо. 0225 = 32, 5®,. ЈАКИ о-во + 
ратни 32), КЕ НЕ 
-{ 6хб+тх® 4x- 920 ( шой5%), bP 


R, axta arD 2 5800 mods ) 一 > xs 120 Спой 3 3 
тихі 1=0 (НОЙ УС xt A хук (xti D (和 0 中 3 ) ), 
kinas] (mod3 . LN 


Wa au stay тилу -7, 
ЕЛ 


84- 7). ... rt... ‚зб yi i ‚© (бы? 
‚(уке t. уаз а бас 
tf M=- СЛ – баша тоф 3 yp {. кш] Umoda), 


Ф канаса J ечод i =6, 5%; жу зе)? 
HE х,55(шо49), ЖЖ ХТ 1 W хуй В 
5(mod9 ) 。 — e И 
又 g(xX) =6x4+7x8— 4х—9жв=х& +2х% strmo mods) 
有 且 只 有 二 解 xzs1 , 2(mod5), Н (1) =0, g (2)= 于 5， 
#/(х)=24х®+21х%-4, g (DEUE; б + 41; gG #2724 5 4272, 
MU ,, ` 25 ба 


dtd mods е ох ad 


2721227 Cmod 3 ) 一 >t = 4— хуза2+5х4 


ве – 3 ( шой 25), бє б Y jí il 


帮 第 二 式 有 且 只 有 x=1, —3( mod 25) 二 解 。… 
上 то эу, . рю 
7 хакі бошой $6-b Я 


x=] ( mod25); {хаз ~ 3 ( мой 25); 
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ре се э, 


хез ~ 5 ( mod 25). 

由 孙子 定理 хань x100+ bs х126 ( mod225 )， 
所 以 原 同 余 式 ， 有 和 县 只 有 x=<76，22，176，122( mod225 ?四 个 解 。 

2%. Ci) 因为 x7 一 Xe (х?®+2х—1) (х9—2х#%+5х9—12к® 
+29x-—70)+168x+70, 1 168х +70==0 ( mod7 》， 故 它 有 两 个 不 
同 的 解 。 

Cii) ух х= (хёфк- 3)(х*—х°9+3х+1) +7X+3, 
7х ~ З==—-3( тойт ) 故 该 同 余 式 无 三 个 不 同 的 解 。 
22. Æ (хр, хр, vo хб ) 是 (1) 的 一 个 解 则 
у‘ т) =] 


бхр, зе, хо) 220 С modm ) (1=1, =, k 
cili(x?, өү, хо) езж бхр, ө, хо) +. + 
ix +, х2) =0( mod т) 


友之， # (с m) =}, H ЫР Өө xn) 是 (2) 的 解 ， йй 
Я 生来 说 


人 .`.. х0) каб, 


(хв, 6, хо) =Q. 
因而 土 之 第 i 式 是 ， 
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сахб+е + cili( хў, е, + ) tr r Ck X 0==0( тойт) 


==> tli хр, eo ap) =0 (тойт) 


L m SAEN хуз сеэ х@ уо (шойт), 


ЙЫ (хр, з, хо) СТОЯ, 1(1)(2), 


-2 1 l ~I: 
Keis ==1(шоЧ9),су=-—- = 
| 2-3 2 ~3! 
1 -1: 
=] ( mod9 ), сз =, =-~] (mod9), ШШ 
|-2 1: 


Cilat сг}; +сз1з= C8xr+4y-4z-20) + (3x —2y +z — 1) 
—(x+2y-3z-—6)==10x==0( mod9)==>x==0 ( mod9), 代 
入 第 一 、 二 式 得 
y — z= 5 y== 0 
| (той 9 ) ==> Е (mod93 ) 
- 2у + z==4 z= 4 
故 其 解 是 (x， у, 2) = (0, 0, 4), 
23, хний, mj 
x=0(mod5 )， 
x=2( mod? ), ==>ъх5310( mod 315) 
x=4( mod9), 
24， 因 为 v>22, 15-9, c> 3, t>20, 015, гэ18, BD 
有 如 下 两 种 解答 方法 ， 
( i) 若 解答 矩阵 的 意义 是 ， 以 密码 所 对 应 的 数字 《 仪 29 的 一 个 
Ж), 作为 如 下 同 余 式 组 的 解答 
2x+y- z==bi, ‚| 
`3х-2у+>=Ьу, Стой 29) Ca) 
x+2y- 3z==bs, 


求 出 b ,， bas bs На ШИ (х, y, z) = (22, 9, 3) 
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R (20, 15, 18) 分 别 代入 (2 )， 8 (bi, ba, bs) = (21, 22, 
2) C8, 19, 25) (mod 28) ， 故 破译 为 uvbhsy。 


Cii) 内 为 ,2 I-l 
13 -2 1] кє10%0(той29), 
li 2 3 
Я (22, 9, 3) 及 (20，15，18 ) 分 别 代 Ca ) 的 (bb bx, 13), 
依次 解 两 组 问 余 式 ， 得 (xz，y，z)=(21，16，7 ) М (28, 18, 
25 ) ， 故 破译 为 ULPg，ry。 
25。 著 (2 ) 有 解 ， 令 其 解 为 x= хо (modp), р-1= ка, H 
为 (a， р) =1, ТЇ) C xo. р) =1. 
р-1 
D1 xot "= 1(modp), 又 xn =a(modp)==> a n i 
-==} (mod p). 
р-1 
RZ, Фа П 二 1(modp), ШП (аЛ ЛЕ PT KRN, 
得 О 
х? l=] (тойр), 
它 有 p - 148, ЗЕ RI” MA x- а==0 ( modp ) 的 左边 Së L 


РІ, р-1 


- -1)~2 
р-а аза an ауа а `. 


g(X) =【 х жах 


所 以 
М yt1= (9а) р(х) E0 tmod p), 
同好 有 Pp 一 1 个 解 ， 县 因 p 古 素数 ， Heo nET (р-1)- n 4° , R 
(ЧУЙ Нн КЕР зс ос? 
26， 当 x=Xp;, х=хү(шойтў; 是 x%=a (тойт) 的 解 


COL bonm? ,gr 


п) | 
(xp m) =1, НЕЯ З: нонни, 
T АТА mon РА RE? e a оса 
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时 ， ха сха са ( тоёт), HX (а, m) Š = 1 (хө), m)= 
( 


-第 五 . 章 


1. ЖИЛ wilson) 定理 ， 
(4а) i+1=0( modim +1 ) => 0 = (от) ! ( tm) 


(Ат —1)++(2т+1) +1 =e (2m) (4m+1-1) (4m+1- D = 

(Am +1-2m)+1= Сй) 101928 (от) | + 1502) 02 +1 

(mod4m+1l) 。 

所 以 x= + (2m)!(mod p) жх? + +1=0 C modp ) 的 两 人 М, ВЪН 
无 其 他 的 解 了 。 
2. 因为 ?2= 28x32， 所 以 (ay) 与 
8х4 958+ 12х2 -8=0 ( шой 8), 
|, —эх3+12х®-8=0(той3®). 
х®(х-4)==0( той8 ) 
Ж . ` x* —3x2— 1920 mod32 ).. s; 

3。 由 同 余 的 性 质 50， 以 ла [J ЖЕ Са) 的 两 边 及 模 m sx 得 

4а®9? + 48b +4aç==0 ( mod 4am), 

==> ( Зах +) = — дас ( mod4am ) 。 

Ау =2ах+Ь, D=bt- дас, MJ 
у=) (mod лат), (BB) 

Рус СВУ, M y; — X тобаш) ==5 ( ye-b) 
(yo т) тт 196 тобаа 948 Ye 000070), 

# 2alyo-b, M xos ` bg ca) 的 一 个 解 ， 因为 如 时 
Уо = ако. Fi2aty o- b, ‚ЖЖ А, 9 B Ca) 的 解 ， 这 与 
《化 成 ” 的 意义 并 不 矛盾 ， 但 是 《化 感 ” 指 的 是 (oa ) 的 每 一 个 Ж 
可 以 从 CB》 的 解 导出 ， ИК IH AE, 车 xo 是 Ca) Юй, m 
yo=2axo+hb 是 CB) HR. 事实 上 ， йо Ж Са Й 的 解 网 
ахї кх i e=0( тойа), 用 4a ятаи m, 即 得 
C 2ахо + b)? =D ( mod4am ), 此 时 6 = akot b 是 :6B ) 的 解 ， 


мл 


也 就 是 (a ) 的 每 一 个 解 ， 在 《8 ) 中 都 有 它 相 对 应 的 解 。 
4, (i) 因为 (4，13 ) 21, AMERRE WERL 018 
xX2-6x+9=(x-3)8-s0(medl3 ) => y?=0 (mod 13), 


у=х-3, 

(її) (5х)%+2х14х5%+14?з= 142 -80= 116 ( mod 225) 

к=» ( 5x +14)2==116 ( mod225 ) =>) =D Ç mod 225). 
其 中 y=5x+14，D=116。 

сї) 同 余 式 两 边 及 模 同 乘 以 3 得 

(6x)1+ 2x2x6x+I2=s45+4=49( mod 132) 

=> у®%=49( mod 132), y=6x+ 2. 

5, (+D) =] , (+2)1= 4, (£32= 9 ，( 士 4)2 = 16, 
(®&5)%==25, (+6)*—35, (27) 2==12, (+802 27, (1 9)2= 7, 
(+10)2=26, (+11)2=10, (+12)3233, (+13)?=21， (414)? 
ке=]],( +15)%ш=3 ‚(+ 16)%==34,( 117)? =30,( £18)2=s28(mod37) 
йз ЛД, ШАРТЕ V f 373537 Н. ЖЕТ E ЖИТ ТАЗ? 
БЫ ДЕ >. у; -#Я 

6. Жа, bš R K p ÉB) 3 3? 8 2 ( т y d Жу, M 


b Е b b N" 

(5) = (р) 108-1) = (0) G)een 
. =i. 

设 a，b 一 个 是 模 р], Тр KTHEN R, 则 

abs 7 8 Ъу 
(52) G) (0) =-1. 
1-1 

T. 5 1 = Бї =—-1], 78-1, 8°==1 ( mod1? ), 所 以 5，7 

是 模 17 的 平方 非 剩余 ， 8 是 模 17 的 平方 洞 余 . 


8. l1+vam5, 2аз=—9, 3a=-4, da=], баҹ, ба== —8, 
7am --3，8ase2( mod19 )， 其 中 负 的 个 数 = 4 


a (sent 
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与 用 二 次 反 转 定律 计算 的 结果 是 一 样 的 ， 

9. (1) 车 x*=a (шойр?) ЖМ, M| х? =а (шойр) 有 有 
ж, RREME: x=b(modp) , В bt=a ( шор), Ф? -а 
= Кра» (2-а) = кёр ы 0 ( тойр2), Mi (b+. a) 


а Q 1 - a= 2 а 3 а 
= Б + cdb Ма+с b a+ cà b as ate + ( Va) 


=t+ Ya 1 
(b-vVa) r=t- ума. 
相 加 得 


ta (b+ (a) + b= Za) 
2 


х, HRI 
tb? -a у®=1%—дүуү®ш<ъ{%—ду?®заб ( mod р?) >11 
азау? ( mod p°) , 
(її) 今 证 明 (t, p) = (w р) =1,. $ 
ied (+ а әуе b-a) =f(a, b), 
显然 f(a，b ) 是 整数 ， 因 为 bš=sa C modp)à>, ИЩ 
t=f(a b)=Í (bt, b) (шойр), 
而 当 ，a =b* 时 ， 可 得 
t=% 1 ba modp) 
又 (2, р) = (b, p) =i==> (t, p) =1, tš=avt(modp" у 
==x>iš==av1( modp), (t, p) = (а, р) =l=> (у, p) = 1, 
(Hi) % (t, p) = (а, p) = (у, p) =1, 
tus=sa ( mod р) 
有 解 u (定理 4，9)， 所 以 


t3u3==a2 ( mod р“ „э. 
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用 и? Ж (ау? ‹ тоф р“ '› йиш, ГУ 


u :v2=a ( mod р“ >, 


ЁШ x = tuv Ж x? =a C mod p? ) 的 两 个 解 。 , 
‚10. Ci) xš=7(mod33)., (а) 
因为 x2=]( шой 3 ) fg x= 51 ( mod3)， 所 以 | 
(1-V 7)8=22-10/ 7 =>t=22, у=10 
今 解 | 
22u= 7 ( mod38 ) ља (mod 27). 
故 x= +10x 4==+13(mod27) E (а) Ш. 
Cii) x2=39( mod 54). (B) 
因为 x2s4(mod5 ) 有 解 xsst2(mod 5), ЖЫ Ше оч 
(2— V 39)4=2473~ 344V 39==> t= 2473, у=341 
今 解 
2473чс=39 ( mod 54 ) —— — 27u = 39 ( mod 54 ) —— u == 88 
(mods54) 


WK x= t uv= t344 х 68= + 267 С mod 54 ) ECBO ЩИ. 
11. нне О» = (1%) (чу 
=- (105 w GD Car) Gr) 
(DCG G) 
пена ону 
Gii (уя, Civ) Ga )=-b 
o (ШО 
Өз GWD GED GD C) С) 
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At mte — N М e ур& 


Са) (5 (р (а) 
=(P CG) (4) (1) +1. 


оо (оа) Сат) G = (y) = С) 
w. 
cii) 6649 ) т (вә) ( 0210 ) Ceas) 


х (6649) (еви = (2) (5) (11) 


同样 方法 可 以 计算 〈 酷 ) (iiiy ( = -1， 
397 
13. më 


м. (i) 因为 (122) = 1， 故 有 解 。 


Giv) (218) =1, cv) (328) - 


， 680、_ 
Cii) 769 =L ЯЙ. 
... 503 x _ 
ciii) (тз .=1， 有 和 解 。 
-1 /2 ти 
15. == (5 А 2 ) 8 ， 故 


- 2 为 p 的 平方 剩余 时 ， 必 2 L Pas, осш 


Ci) р=4К+1Нр=8К/ +1, B p=8m +1; 
Cii) p=4k+3 Bp=8k'+3, Bl p=8m+3, 
-25t p 的 平方 非 剩余 时 ， 必 P+ =2п+1, 


Ci) p=4k+ 3 Нр=8к +1, Шр-аш+7, 
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(ii) p=4k+1 且 p=8k’+3, 即 p=8m+ 5, 
16。 由 欧 拉 判别 条 件 知 ， 当 p=8a+ 7 时， 有 
p-1 
2 /2 4n+3 _ 2 
=( r) (modp) => 2 = (77) 
=1 (mod 8п +7), 
1123=8х2+7, 17 =8х5+7, 503=8х62+Т7Ж ДОЙ 11 8n +7 й Ж 
数 ， 并 且 11= 2221, 23= 1—1 


zi, 251= 90871, ц 


23127-1, 4712281, 5031229: -1, 


17. 车 p=4k+1， Ие 7) = (5), 989%, 


(4) к=з, (P) = (+) =1, m( 


пат) = =l; 
Cii) k=3m+1, p=12m+5,( ?)=(3)=7b 


(111) k=3m+2 时 ，p=12m+9 不 是 素数 ， 故 不 存在 这 种 情 
й. 


жа (5) С) Ср) С). 
3 ñ ; 
著 p=4m+3， 则 (二 ) = ($ ) 分 别 讨论 ， 
Ci) k=3m, p=12m+ 3 是 合 数 ， 故 不 可 能 ， 
н) k=3m+1, p=12m+7, - (3 ) = 一 (3)= -1， 
TE = 一 1 


《iii )k = mta p= 12m +11,- (P =- (2) =1 
(5) =1. 
йв (22) = ENE -)=- (2). 
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所 以 ， 当 p 是 形 如 12m + 1 的 素数 时 ， 3 是 模 p 的 平方 剩余 : 当 
p 是 形 如 12m +1，12m + 7 时 ， -3 р 的 平方 剩余 。 

当 p 是 形 如 12m + 5 的 素数 时 ， Зр чр 
如 12m +5，12m 一 1 于 ， 一 3 是 p 的 平方 非 剩余 ， 

18. 3 是 形 如 24m+ 5, 24m+17, 24m+ 7 了，24m+19 的 素数 
的 平方 非 剩余 ， 对 2 来 说 


2 _ 2 š 

(aars) T b бурат) = (макт) h 

(ajari) | 

# p 为 形 如 24m + 7 和 24m +17 的 素数 时 ， 3 是 它 的 最 小 平方 3k 
HR. . 


ө. (а) GOG) сера ҳа) 


(2), 当 p= 45 +18}, 
- p | 

= (к^ ) = 
- (p) mp=dk+3Bb, 


20. Æ x?-a=0Cmod p) Ж, Йо) =1, Cu, р) 


=i aiya (2 )= i. Д2 as2=0 (mod p? 8 t. 


34 pju В, Ж t=0(modp), W t2—au2=s0 (mod p) , 也 
就 是 说 ， 当 pljx2-a 时 ， 任 给 u 都 存在 +t， 使 得 pli2- aau2, 

# Ct, w) =1, Ht?-aut=0(modp), Й Ср, у )= 1, 
Ж р|ч=>р|!› Уу СЬ u) 178, ТЖ 

Jv Хитч (шой рэ» (0) -am0 (mod p). 

к=>хж {у (mod p). 是 xs – а=0 ( mod p) №. 

也 就 是 说 ,名 plti aut, Ct, u) = 10; ИКУ 使 得 ， 当 
xiv (modp В, р|х®-а, _ лес 

21. Ci) 由 前 题 知道 (i ) ух? 3 有 同样 的 素 约 数 ， 又 四 第 17 


833; 


ЯВУ Тіт + 1 的 素数 p ， т ( у= 1, 故 plt? T3. 


ҖЕ t? =- 302, 3015-3, 因为 x =3 ( mod 2) É xš = 0 
(mod 3) 有 人 解 。 
Gi) 同 理 134+7u3 у x3 + 7 有 同样 的 素 约 数 。 因 为 x2? 二 -7 


(mol p)， 当 p =2，7 时 有 解 。 当 p = 4k+1 时 ， C ) =(°.) 3 
当 p=4k+ 3 有时， Су 7) = (5 ). кизи, 形 如 28k +1, 


28k +3, 28К +5, sakao 28k+11，28k+ 上 13 的 素数 是 否 -7 的 平方 
剩余 。 


= -1 o 
(akii =£ (пар) tb 
‘(1 уг ^-1 _ 
(зур) tD (arrg) = tL 


+1 


“ (зает ) = + (trr ) = (= 388 
(зат ) = +( БЕТҮ ) = ( 28 +з - ) = К, 
= Fls 


+5 )=*(- үү) (2525. (E) 
= i 
(arry) = tCar) (52) = ха, 


) = (ZKH) s ($4) -+ 


( ЖЕЕ 


(жын CS), 


所 以 p 为 形 如 28k+ 1，28k ~ 3，28k -5，28k+ 9，28K+ 11，28k 
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= 13 的 素数 时 ，pjt2+7u2， 以 及 21t2+7u2，7|t2+7u22。 

Gii) x2=7(modp), 3p=2, 7 ЧАЙ, Hi A 2112-70, 
7|t2 一 7u2。 此 外 把 (ii) 的 演算 过 程 中 用 7 代 才 -~ 7， 可 以 看 到 ，p 为 
形 如 28k +1, 28К +3, 28К + ОЙ КЕ, p|t2-—7u2, 

Gv) 显然 21t2 一 14u2，7|t2 一 14u2。 此 外 研究 形 妇 56 土 a Bye 
数 p， 其 中 a 是 不 大 于 27 且 不 售 7 的 因数 的 奇数 ，14 是 否 p 的 平方 剩余 。 

仿照 (ii) 的 方法 计算 结果 是 ,. 


Сват) 9 бык"! сезт) 
Свет) т" Свв) = (гут 7! 
(sok) Сват) TT алю» 


14 =- уг 
(sikra) = is ( ski 1, ( я) =T 


所 以 ta -14u2 有 2，7 以 及 形 如 56k +1, 56k +5, 566+ 9, 56k 
+11, 56k +13, 56k + 2500362636 f 

(v) 02112-50, 5[12- 5и, Ш ЕЭ20К + 1, 20k +3, 
20k+7, 20k 十 9 的 素数 p。 知 道 


5 _ 5 _ _ 5 = 
(зат) h (r3) “С” Срат) С! 


5 = 

Сай)" 

所 以 2，5 以 及 形 如 20k 土 1，20k+39 的 素数 都 是 t2 - 5u3 的 约 数 。 
22. (1) 313=28x39+1， 入 =3，k=39 


ak=113%9= (118)18(79)18::(064)4 .79== ~ 1(mod 318), 


„Ж. елкан, M 
-7 7 
(ar) DT kyi) | 


故 仍 应 转化 为 28K 土 a 形 来 讨论 。 


(91:1), Эйн, 


í (ика, чиле. 
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5. 3. n. _ i `. 
ха (=) = (5) = (3) 7-0 取 f=5， 故 原 同 余 式 的 解 是 


k+1 i ` 
= +52"891:20 (mod 313) T 25=- 1, 
254=:1, 25®%%ке1, 25%к=— 25 (mod313)=—> 52" 9 == — 25 (mod313); 
1120==(—10)5=137(mod 313), oe 
e, x==+((—25)x<137)= +l8(mod 313) ` 
Gi) 641=:7х5+1, À=7, k=5; 
ак = 4822250 х 8277 (mod 641); 


因 ( 成) ) =-1, AMRES W 


2 3 4 5 6 
2 2 
2852-1, zs =-l, 28 =-1,z4 二 一 1)76 =-1, 2 


(mod 641) (1) 
得 对 模 641) 的 - 


5 ° 4 8 2=3182= 
чї›1=3® "5 = 2432 = 772 ma1602 = (一 40)2 二 318， 


151, up- 154, 
4 ` С ! - < 
из, 12232 ‘62318, v2 2=- 318, иә, з= -154 х 318 
= — 256, из, 4==256, ü 


ча, =—40, us,12540, из, з= – 250, us, £ ==550, 
us s=- 59, из.в =59, из,т®==258, из,в==— 258, 
04,12=160, па. з= – 160, uí,s= —282, ц4,4==282, 
u45 =— 236, u4 e=236, U4,7 =202, иа, ваз - 202, 


ча 02—10, ua. го==10 и, 112308, па, з= — 308, +=, 
ир 19877, us,z= 77, +=, ОШ 
因为 us lss77=:x(mod 641)， 它 是 ( 工 ) 的 第 五 个 同 余 式 的 解 。 今 
Жак? (mod 641) 的 b。 
ив, 152243, це, 222 — 243(шо 641), ў ив, =59049=77 (mod 


641), tb = 243, 
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次 解 bt=1(mod 641), #8F8t==153(mod 641), 

k+1 
x=+a 2 t= + 88 x153==+134(mod 641), 
注意 ， 上 面 是 此 题 的 一 般 解 法 。 但 是 此 题 情况 比较 特殊 ， 因 为 
b =ue, WEA Russ” #9 ueo Hat=77æus, p Wua, F 
始 的 计算 亦 属 多 余 。 故 到 (1 ) 式 为 止 ， 下 面 可 简 解 于 下 ， 


4 s 1 
ч1›1=32 5 = 2439 = 773 ю=160# = (— 40 253188 


= — 154(mod 641), 


. 
.. 


! 从 而 知道 ， 对 模 64 1 ， 有 

318, us 1 ~ 40, ug,1™160, us, 1=77==ak, 
ив,1=243, WH ug, m22435==77==ak, 

所 以 b = 243， 今 解 bt 三 1 (mod 641) 得 t=153， 故 原 同 余 式 的 解 是 ， 

k+1 

хаяа 2 i==+89x153==+134(mod 641), 
23. (1) x2==24(mod 58), ~ (1) 
2224 (mod 5)==>bs= +2(mod 5), 
(2—24) 5 - 152 — 36024. 
£ t=152, у= 36, 
tu=sa (mod рх) B| 27иза?4 (той 58) 

解 得 ике ~ 13 (ой 125), 故 (1 ) 的 解 是 
хаи + 13 х Збам + 32 (00 125), ， 
Gi) х%я=18(шой 7%), . (2) 
bš==4(mod 7)==>b== + 2 (mod 7), 
(2—/18)3 =116— 30v 18ж=>1=116, v =30 


116uss18(mod 343) ==> 58u==9(mod 343) 
==>bu=1195(mod 343), 
«Хан і 30х 195== + 19(шод 343), 
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是 (2) 的 解 。 
Gii) x2=13(mod +8) (3) 
25-1 (mod 3)==-b==+1(mod 3), 
(1-4 13)5 =976- 304./13==> = 978, у=304, 
解 
tu=13=(mod 38)-—> 976u==13(mod 38) 


==>u==s64(mod 35), 
. ох +uv= +304x64= +16(mod 243) 
是 (3) 的 解 。 
24. (1) x2=57(mod 2%) с 41) 
HASIS (mod 8)， 所 以 由 定理 5。7 知 同 余 式 ( 1) 有 和 解 ， HA 
四 个 解 。 把 它 写 成 
х= +(1+418) 
代入 (1) 的 左边 得 
G + 4ts)2=57(mod 16)—> te=1(mod 2), 
a ох=ї(1+4(1+244)) = +(S+8t0) 
За Ях 257 (той 16) 的 一 切 整数 解 。 再 代入 ( 1 ) 的 左边 得 
(5 +814) 22=57 (mod 32) > t,=s=0(mod 2), 
“ X=+(5+8x2ts)= + (5+ 1645) 
Ж х 2257 (mod 32) 的 一 切 整数 解 。 仿 此 由 (5 + 1646) 22257 (110064) 
解 得 tss 王 1(mod 2), хе + 5+16(1+216) J = 土 (31 + 32te) 是 
x*==56(mod 64) 的 一 切 整 数 解 ,又 由 (21 +3206) 257 (mod 128) 
得 tes=0(mod 2) , 故 x = 二 (21+64ty?) 是 xsss57(mod128) 的 一 切 Ж 
数 解 。 由 (21+ 64ty72s=57 (mod 256) 解 得 tysel(mod 2), х= + 
(85+ 128tas) 是 x2==57(mod256) 的 一 切 整数 解 。 由 (85 +1281.) $= 
57(mod512) 解 得 ts=0(mod2)， 故 z= 鞋 (85+256to) 是 (1 ) 的 一 切 
解 。 即 
x= +85, +341, ийхки+85, +171(шой 29) 是 (二 ) 的 四 个 解 。 
仿照 上 面 方法 可 解 : (ii)x2=s41(mod 21!0)4хк= +205, +307, 
Ciii)x*=17 (mod 214) 得 xs1769， 土 6423(mod 214) (R) 
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1 БЕС? у 


i 


[2 | 
25, ма = 3 为 个 数 时 ，[ 2. = B， 则 p =p, MRAR 


x*t=0(mod p2) 8 $£ 


x=, рб, 2рВ, =, (pp 1) pB(modpa)， 故 其 解 的 个 数 共 有 
С?) Бл 
pB=p 2 . 
С] 
当 a=aB+1 为 奇数 时 ，Pp =pB, Wx2=0 (mod po 有 Ж 
x 王 0，pB+1，2ppB+1，…， (рВ”1)р8*1 (modpBy , 共有 pB = 


с“ 
p 2 2ш. | 
26。 应 用 前 题 证 明 的 过 程 ， 得 
G) x2=0(mod54) 有 解 7 т 
x=0, 52, 5.5, 3.52, +, 24°52(mod54) 
Gi) xs=0(modlil2) 有 解 
x==0, 112, 2,11%, ++, 10x11ł(mod113). а o ху 
27. G) x2==34(mmod9x5x1ll) 等 价 于 | 
x3=34(mod 82), — . x2=7(mod9) . 
i $ х2 340045), = 9 x2=4(mod 5), 
x2=34(mod 11), x2=1(mod 11)。 


* `. 


САЙА, 2, ЗЕ, ка, +2, 21, AATE 


m, M= 495, MiM; =55, М:Ма= – 99, М.М, #48, Жина 


x=b; x 55+ bax (~ 99) +bx45(mod 495) 


计算 得 zx 一 土 的 ， 土 32，- 土 33， 土 122 等 八 个 解 。 


Gi) xi=48(mod 416) 锋 价 于 | oa 


x2=48 (mod 25), ке {з xa=16(med 4), М ú 
| Xx2s48(mod13) 。 =9(mod 13), 


СО ВОЈ, хае 636, +68, +140, +172010 416). 


28. G) ” 原 同 余 式 等 价 于 
ИНИ ИР 28), Waaa 8, 


8х2 + 15х ~ 60==(mod7), xi+x+1=s0(mod7), 
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їх ~ 60== (тоа 8), хат? (тоў) 
=f (2xz+1)2+3=0(mod7)， — йк, 2(mod7) 
用 孙子 定理 解 得 x==2, 18 (шой 56), | 
29. (1) 必要 性 ， 若 (a) 有 正 整 数 解 ， 则 (xz，P) = (y, р) =1, 
于 是 39 正 整数 F137Y ‘二 1(modp)，(y’，P) =1。 所 以 


(x2 + 3y2)yi=(xy')2+3=0(modp) N 
жй. ш(-®)- 


Gi) 充分 性 ， аз) іх? +3 ss0 (modp) # Ж, 车 
р=3, увезао mod 3›ЖЖх==0(що3),} р >3,х% + 3m 
0(mod DARI <Er 


aoo 
0<3+ ха<3 + Ё-<рз, 


故 存在 正 整 数 m，x，7，。 使 得 

х®+3Зу?=тр, 0<m<p (b) 
成 立 5 因 车 xu(0<xo<p) 是 xs +3=0 (mod pH, RÌ xo!+3=sp 
(0<s<p)， 此 时 了 =1, х=хо, m =s), Bm kan аал 
Е, ТЕЕ Шо = 1， 
ші, 由 绝对 最 小 利 余 系 的 性 质 ， злата жи 
Tzi ўр 使 得 


Xx |, y=yimedno, ы утә" КО) 


EHI Iya RAA. AN кугу эва: РИГЕ 
шо? |х2 + 3у2==5 шд? | шор==» mo] pr Bm <p, 于 是 ma = 1 这 与 
по НЕР, 

HORE `! 


о<х}+зут< (+ 3 уш = mo, К : | ы 
бав А 3: _ 
riy ty + 3y? = mop=0(mod mo), 
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хү+3ур= mimo, <m ш, | (d) 
Apm mo. 90, Ixil =]у:һ= 3mo 一 >lzl- iyl = ше 
Ix] =kmo + ymo [у] =hmo+ ша, k>0, h>0, Й) х2 + Зу? 


= (1+ Е + 3 + 32) шо mlp <m <p ЖИ m < 
то, (с) Ж (d) | i 
mmp (x3 +3у®(х®ж3у®) = (zx + 3yy D+ 3(xyA 
- ху | 2з (е) 
又 由 (c) 得 | ` 
отн mo),. ‚ 9 
xyy-xíiy=Xiyi” x1y 1=0(mod mo. E 
由 (人 ) 及 (Ce) 知道 不 定 方 程 a 
Xs+ 3Y2= mp f о . НЕР 
азли Е I І Е 


sdti, суы Iara). , u s 2: 
mo 


且 Xs0，Y 关 0， зао 是 一 个 数 的 平方 或 一 个 数 平方 的 三 倍 ， È 
*O0<mi<p, PERS 改 这 是 不 可 能 的 。 Ат о, BEROR 
жЕ, -过 与 四 的 最 小 性 下 盾 ， 故 mi=1。 这 就 证 明了 了 本题 的 
а. 
”30。 由 近 格 朗 日 定理 ( 定理 5，13 ) 知道 g( 2) =4。 ЇЇС@< 
ROELA АС (рй Т. BAGAI ‚бф, , 我们 
只 须 证 GC2)>e3 就 可 以 了 。 

#60 = 53, 则 存在 N， 当时 атыла Е 
зт, ` 

Sia > 7 时 ， Wami rN, | 所 以 am + 7 可 表示 m= + 
лж, # ` “` Ue Ë 

Фа +7=x2 + yaa ty md) : 
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由 于 任何 整数 x， 必 x3 开 0，1，4(mod8) 之 一 ， 房 以 对 于 任何 整 
数 Xx，y，z 有 XxX2?+y2+z? 去 7(mod8)《 因为 0，1， 4 可 重复 地 任 取 三 
数 之 和 不 间 余 于 7 模 8 >, 这 与 很 设 矛盾 ， 故 G(2) 之 4。 | 

G(2) =4。 


HARE 习题 解答 


1. G) 2224, 24=1(mod5), 所 以 2E D наз,“ 
4% 1 (mod 5 >, 故 4Es2; 1 Esl. 
` (ш) BRE, 2, 76,2, 56,2, 1Єзї, 

Gii) 中 (10) =4，8 只 能 是 1，2， 4 之 一 ， 经 验算 知 ， Eni 
SG 104, 7E 104, 9Є 102. 

(iv) Ф010) =10, 8 ДЙ 1, 2, 5,102; 而 :1E 1， 
而 22984, 28а 1], 21058] 2С 110, WA, 3Є 15, 46150 
БЄ 115, 6Є ,110, 7Є 1110, 8Є 1110, 96115, 106112, 

(у) Ф024) =8， 故 8 RËEE 1, 2, 4, 8 之 一 ， 经 验证 知 .， R 
1E341 之 外 ，5，7，11，13，17，19，23 对 子 模 24 都 属于 方 次 数 
2. 

‚2. ау FARM q M Penod g». masha азил 
次 数 8 只 能 是 1 或 p 之 一 。 s= 1, W qla-1; ELITY Rg 
=а-1, 0р1, Xq-138 E, Wq-1=2px=5q= =2рх+] 
(x 是 正 整 数 )。 | . 
| p Gi) 车 奇 素 жа ар =-1(що4), 则 atP=1 (воба КЕ: 
以 a 对 模 q 所 属 的 方 次 数 8 只 能 是 1，2，p， 2p 之 一 因为 ， 
аРа= 一 1(mod q)， 所 以 ба HB ӛр, 若 ? = 2 Wjat=1(mod q) 而 
аб (mod dg) 一 >am- 1(mod q):=>qla+1 3 6 = = 2p 一 >:2p- 1 
==>q-1=2px==>q = 2рх + 1(х 是 正 整数 )。 

8, 围 于 ap-1=(a-1) (аР һара .+1), 故 由 前 题 知 
道 ， 当 p ERRAN ap- 1 必 有 形 如 2px + 1 的 素 约 数 。 今 设 形 如 
2px+1 RARA kT: Pr pa3，…pt 则 pi 二 icip, 
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2, v, k), р, БТ] (рү ерьР—-1ЖЖ Фр =1, +, 
k《，) 的 索 约 数 。 由 前 题 知道 它 必 有 不 ST pi 的 2рх +1 形 的 素 约 数 。 
4。 车 素数 qj22 +1， 即 22 + les0(modq)， 此 时 q 必 为 奇 素 


数 .把 22759-1 mod q) 的 两 边 平方 得 22 ”=1(mod q)， 所 以 
26421, 而 P(g) =а-1==5>2'!|д-1==>фд=2°'1х+1(х ЕЕ 38 
数 ) 。 


5。 因为 a 对 模 as- 1 属于 方 次 数 n， 所 以 al (as- 1)。 
6。 ФО, 5) =4, АА, 5=514, йаза (той ш), И 
ò 


d À б, 
(а) © = (а ) Sinod m, 今 证 明 
a Ead. 
若 有 (ax Ке (mod m) 则 由 定理 6.2 知 
blAk=> Ak = Баъ АК =баһ, (Аб) == ke 
ае, di => а, 5 


7. G) 7 的 原 根 个 数 有 中 (6) =2。 经 计算 知 3，5 是 模 7 的 原 根 。 

Gi) 经 计算 知 模 17 的 原 根 有 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12, 14%, 
Ф(16) = ВС), 

Gii) ЗТ 的 原 根 ， 由 定理 6.6 

(3+70) 6 =1+7(Ta—-38t+7T)=1+7u, 

А u=m'To-38t(mod 7), (39, 7) =1, То=104, S 
而 261==10498 -1 (поб Т) B 5t=-1i(mod 7), .有 且 只 有 一 +W. 
t=4(mod 7), ВЦ t=0, 1, 2,`3, 5, 6 В, use0 (mod D. ИШ 
3, 10, 17, 24, 38, 45 都 是 模 49 的 原 根 。 " 

又 5 是 模 7 的 另 一 个 原 根 。5 =15625 =1+7х 2232, To = 2232 
#a—1l1(mod7),56t==—1(mod D Ħ3t=-1(mod 74 НАЖ 
t==2(mod 7), ТЫ] t=0, 1, 3, 4, 5, 6 Ff, “%0 (mod 7)， 因 而 
5，12，26，33，40，47 都 是 模 49 的 原 根 ， 
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(l) 由 (i) 知 ?，3 是 模 5 的 原 根 ，125 = 58， 由 定理 6.6， 
24216=1+3х5, То=3, 2%1==3(шой 5) 有 上 且 只 有 一 个 解 t=1 
(mod5) ,所 以 t=0，2，3，4! 5, 7, 8, 9; 10, 12, 13, 14; 15, 
17, 18, 19; 20, 22, 23, 24, HF, u0 (mod5)。 因 而 :2，12， 
17, 22; 27, 37, 42, 47; 52, 62, 67, 72; 77,87, 92, 973 102, 
112，117，122 都 是 模 125 的 原 根 。 

又 34 =81=1+16х5, То=16, 33:2=16(п00 5)==>2t=1 
` (mod 5)==-t==3(mod 5), ЖИЕ =0, 1, 2, 4; 5, 6, 7, 9; 10, 
11,12, 143 15, 16, 17, 19; 20, 21, 22, 2484, uCo(mod 5), 
因而 3, 8, 13, 23; 28, 33, 38, 48; 53, 58, 63, 73; 78, 83, 
88, 98, 103, 108, 113, 1239171250 ИН. Е > 

(у) 81=34，2 是 模 3 的 原 根 ，22 =4=1+1х3, To =1, 
2t-1=æ0(mod3)—>t=2 (mod 3)， 所 以 t=0 1 3 4 6, Ts 
9, 103 12, 13, 15, 16; 18, 19; 21,223 24, 258}, u=0(mod3) 
РЇЇ 2, 5, 11, 14; 20, 23; 29, 32) 38, 4l; 47, 50; 56, 59; 
65，68374，77 都 是 模 81 的 原 根 。 

(vi) 14=2x7，7 RR 3, 5) 出 定理 6,7，3+7 与 3，5+7 
与 5 之 间 3，5 是 奇数 , 故 3,5 是 模 14 的 原 根 。 — 

(vii) 50= 2x52, 由 (iv) 知 道 模 52 有 原 根 2,12，17，. 2283, 8, 
13，23， 所 以 模 50 有 原 根 27，37，17，475 3, 33, 13, 23, 


в. 因为 上 指 的 是 ax=b(modm) © (1) 
的 解 х, ，(1) 的 两 边 取 指数 得 i Е 
ind a+indxz=eind b (mod Vm) ), 


a indb = indb-inda, 


‹ 


ТЧ oa 
s, B MEANEN aE? -1. ' 1-7 


+e 
„(8 +1)=0(modm), 


544 


(фт ерх (р 是 奇 素数 )， 因 为 (1) 中 二 因子 之 差 等 于 2， 所 
以 p 不 能 同时 整除 此 二 因子 ,于 是 p” 能 且 只 能 整除 此 二 因子 之 一 。 又 


а а. Св) 
因 g Жр 的 原 根 йр gt -1). 
2 Tam) Pm) 
«ро [g + 1= g =~] ( modp% > 


= imd(-D= 9 (m) (modP (т) >). 


Gi) #m=2p°?, g 是 2p” 的 原 根 ， 则 g 是 奇数 ， 且 


1 
a э Ф(ш) 
р ФЕ = 1, MH 
а жш „ еа 
p |g „ +1=> 2p ig tly 


_ imd(-1) = + @ (m) (шойФ(ш)) 
Ciii #ш=4, {(4)=2, Ша # H R #— 个 原 根 3 ， 
ind(-1)=ində=t=——- Ўст) (тойт), 


10. Жа ананна, 则 必 存 在 整数 x ,使 得 x*=sa: < 


了 wy 
(mod m), (а, m) = (x, а) Ту 


„шой ш), É a 所 属 的 方 次 数 8< + -P (m), 所 以 a 不 可 能 是 模 


ш (22) ОН, ИУ m жна, ЖЕ онох R FY 
ЗЕ, CAUER, ВТ В ВОО ДЕ оп ЗЕТ ES. > 
П. 这 个 运算 的 规则 是 ， 在 (a) 中 依次 取 其 第 11+2,1+2x2, 


.1+ 3x 2，… 请 数 后 ， 独 下 的 部 分 ("3 项 或 号 项 ) 按 倒序 排列 于 后 
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m ШИЙ (а) [或 (af) ] ， MAAA [或 (a1') ] 进 行 第 二 次 运 
算 ， 得 到 (aa) [或 (az ) 等 等 如 ，n =9， 得 


1, 3, 5, 7, 9, 8, 6, 4, 2; (а) 
ls 5, 9, 6, 2, 4, 8, 7, 3; (аз) 
1, 9, 2, 8, 3, 7, 4, 6, 5; (аз) 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, (а4) 


к= 4, 1+24=0 (mod17), В024== -1 (той17), #п=10, W 
k = 98 (а) = (ар). 

实际 上 ， 从 (a) 到 (ak) 运 算 的 规律 是 ， 在 序列 

1, 2, е, n-i, п, n, n—1, +, 2 L, 2, , n-i, n, п, 
n=l, +, 2; +6; 1, 2, = n<] п, n, n-1 +, 2. (b) 
“КИШ 1, 1+2k, 162628, 1+3.2Ж, +, 1+ (n-1)2k4- E 
置 上 的 数目 排 成 一 列 ， 就 得 到 (ak) = (a)。 这 样 的 运算 ， 也 就 是 从 Ca) 
依 是 目 所 给 的 方法 进行 k 次 运算 的 结果 .这 种 方法 所 进行 的 第 k 次 运 
算 。 要 求 1+2=2。 在 人 b) 中 除 第 二 位 是 2 (k =0，0 次 运算 ， 即 序列 
(a) 外 ， 所 有 的 2 都 在 (b) 的 第 q (2n 一 1) 或 4(2n 一 1) +2 位 的 位 置 上 出 
现 , 其 中 gq 之 1。 Ж +l = 0(mod2n~1)， 后 者 2k+1 2 
mod(2n ~ 1), 

2k= +1(mod 2n-1), 
这 就 证 明了 定理 的 必要 性 。 

BZ, #2k==+1(mod 2n — 1)== 2k + 1==0 828 + 1=2(mod 
2n 一 1)。 序 列 (a) 的 第 kK 次 运算 的 结果 ， 各 位 数字 依 次 是 (b) 中 第 1， 
1+2k, 1+2.2x 1+3*2%, е, 1+ (n -1)2k 243 КЮН. 

当 2k+1=0(mod 2п 一 1) 时 ，(b) 的 第 1 + 2 位 是 3, 第 1+2。 2k 
=.2(1+2®Ю)0—1{0Ж3, #1+3+2®=3(1+2®) -2 位 是 45+, 
l+(n-1)2k=(n-1 (1+ 业 ) — (а—2){у Жа, ШВ k KEEDA 
到 (а), 

Ф2Е—1==0(шо42п-1)Ё1 20 + 1==2(mod 2n—1), 即 2+1=g 
(20-1) +2, Жа=1, ФУ 2k+1=-2n+1 位 是 2，; $Щ1+2,Ж 
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=2(2 -1)+3 位 是 3，…， 1+(n-—1)2k= (n-1) (2k—1) +n £ È 
п, (ар) = (а), 
这 就 证 明了 定理 的 充分 性 。 

12, 仿 前 题 ， 在 (b) 中 除 第 二 位 外 ， 所 有 2 都 在 q(2n — 1) 59 
q(2n 1) +2 的 位 置 上 (q 之 1 前 者 mt+ 1==0(шой2п-1), ЖЖ 
mk+1=2(mod 2п-1), 

. mk=+1(mod 2п-1), 

这 就 证 明了 定理 的 必要 性。 

反之 ， 车 mt 二 +1(mod 2n — 1)== mk + 1==0 或 mk + 1m2 
(той 2п-1), 

序列 (b) 的 第 k 次 运算 的 前 n 位 数字 ， 依 次 是 (b) 的 第 1， 
1+mk, 1+2°mk, 1+3mk, … 1+ (n~1)mt 个 位 置 上 的 数 
目 。 

тї + 1==0(тод2п 1) 时，(b) 的 第 1+ mt 位 是 2， 第 1+2mt 
=2(1+ тю -1 位 是 3 6, 第 1+(a-Dmt=< (п-1) (l+ mb — 
~ (n — 2) f: En, (а) = (а), О 

X mk -te0(mod2n-~1) 时 , 即 mt+1=g(2n 1) +2，(b) 中 的 
这 一 位 是 2， 第 2mt+1= 2q (mk- J) +3 位 是 3 第 3mt+1 =3q 
(mk-1)+4 位 是 4 … W (n —1l)*mk+1=(n-1) qlmt-1)+n 位 
na。 故 经 次 运算 后 (ar) = (a), 这 就 证 明了 充分 性 。 


13. 由 定理 6.9 知 ，9(m) = c= 401498... сокр) 
| < 
g€, Pm) <>g а (modm) 
ШКУ Н, Fx, m)=1, Wx’ =з] (шойт), 
G) #6 ша, хар (modm) H>] =ax° 


e | 
= g Ё (modm)- 一 > g 不 是 模 m 的 原 根 。 这 就 证 明了 必要 性 , 
ар 反之 , # хб! зар (шой m) (і=1, +, DER, 
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N к 是 模 m 的 原 根 .否则 Igt < t <k) Ек =1mod m), 两边. 
取 指 数 得 ， gind 78 0(пой с) =» іл ,g==0(mod qo 

| ) 
= indog=l, + 由 定义 6*2 得 


glit = g(modm) 


所 以 x=g'lmodm) 是 xqt=g(modm) 的 解 。 这 与 假设 矛盾 ,这 就 
证 明了 充分 人 性。 
14。 G 因为 P(2*+1) =2?， 只 有 素 因 子 q=2, H2", 10821) 
是 素数 , 故 n 必 为 偶数 ， 故 册 第 13 题 知 3 是 素数 模 2?+1 的 一 个 原 根 ， 
事实 上 , 设 1=2m, 则 . 
on og m ` 
Сат) С) С 1) 0з) h 
即 3 是 模 2"+ 1 的 平方 非 剩余 。 
Gi) 因为 (2p+1) =2p， 它 的 素 因子 有 且 只 有 а =2,492 =p. 
当 p = 4n +18}, 
(2р+1)%-1 1 
(уут) = CD 8 =(-р 2Р0. 


= (1) “tD Qn +] =-1, 


H xP==2(mod 2p+1) 无 解 。 否 则 ， 因 (x,2p+1)= (2, 2р+1) =1, 
故 x2? 王 22 尖 1(mod 2p +1) 与 XPasl(mod 2p+1) 了 矛盾 。 
当 n=d4a+3s 时 ， 


С) 5 С) сд, )- 


+ p(p+1) 


Ш 


(= Р (- 1) 
(1) tt p 202+) Ча + 3) 


= -1, 
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B хР=—2(шоЧ 8n +7) 无 解 。 否则 4==1(то4ёп +7) 这 就 不 可 能 
的 。 

综 上 所 述 ， 故 2 是 形 如 sn + 3 的 素数 的 原 根 ， 一 2 是 形 如 8n +7 的 
素数 的 原 根 。 

Gi) 网 为 9(4p+1)= 4p, p 是 奇 素数 ， 故 


2 елау 2(2р+1) _ 
С 5912 D 1, 


B xP=2(mod4p+1) 8, FM, 24=]1(mod4p+1), W 4p+1È 
不 等 于 3，5 的 素数 ， 故 16 尖 1 (mod 4p+1)， 了 矛盾 。 所 以 2 是 模 形 如 
4р+1Ж КОВ. 

Gv) 因为 中 (2ap+1) = 2ap(a>1) 有 且 只 有 素 因 子 2 Яй p 
而 r ， 


(asa CH- -n 


-县 对 任 一 整数 x，x?P 去 3(mod 2?p +1)。 否 则 ，、 


、 29-1 ` N 
33" а] (шой 2°p+1), n3>1, p> — (328-1 +1). 
| o-i 
(32-1 —1)æ0(mod 22 p+1)==> (2°р+1) | (332 +1) 或 


(29р +1) [632% -1). 


72% р +12232"! +1 故 这 是 不 可 能 的 。 所 以 pt 1 的 原 根 ， 
15. Ф017) = 16， 它 有 且 只 有 素 央 子 2 。 


С29)- 062) C) = Е? J=- 


由 第 13 题 知 ，10 是 模 17 的 原 根 。 
Ф (257) = 256 = 28， 有 且 只 有 素 因 子 2， 而 


(222 = Ch) Сы? (CF )- (2) = -, 


所 以 10 是 模 257 原 根 。 
.849 


由 定理 6.2 的 系 2 的 证 明 过 程 中 知 үр, 区 7 循环 节 的 长 t, 是 


使 
10t=1(mod17), 10t=-1(mod 257) 
成 立 的 最 小 整数 ， 因 为 10 是 模 17，257 的 原 根 ， 所 以 t=16 256. 
16. с=Ф(83) =82，(2，82) =2，ind59=20，2|20， 由 定理 
6.14 知 原 同 余 式 有 二 解 。 且 x2=59(mod 83) 等 价 于 | 
2ind x=ind5s9 (mod 82) 一 >ind x=10(mod 41)—> indx= 
10, 51 (шой 82)==>x= +15(mod 83), : 
(ii) 中 (43) = 42, (2,42) = 2，ind 32= 27，2+ 27 , 故 原 同 余 式 天 


` 


Gii) Ф (53) =52, (2,52) =2, іп (-17) = ind36=16, 
2116, AZE. 5) ИИ, D 可 得 x ®6(шо4 53) 是 原 同 余 
式 的 解 。 

Civ) 中 (89) =88，18xE 42 (mod 89) БЇ 3x== 7 Gmod 89)=>— 
ind3+ind x=ind7 (mods®=> ind x= =7 – 87=8 (mod 88) 一 > 工 
=$2(шо@ 89), 

(у) 与 上 题 同 法 可 解 得 xss55(mod 97), 

. (vi) Ф041) =40,, (40,3》= 1 Ж. УО) Н, W 得 
х==7(то 41), 

(vii) P (29) = 28, (5, 28) =1, 有 唯一 解 。 解 得 

хәг&}7 (mod29), 、 * ` 
(viii) Ф(61) =60, (60,7) +1, 有 唯一 解 解 得 .~ 
x==27 (mod 61).. Е \ 

Gx) P43) = 42, (3, 42) = 3， ind22=3， 3lind22, KEZ 
个 解 。 ' 
x8=:22(mod 43)== 3 ind x==3(mod 42)—> ind r=] 

(mod 14)—> ind х==1, 15, 29(mod 42) ==> x=?28, 39, 19 
(mod 43), 
(х) Ф(53) =52 (6,52) =2, іп 15=40, 2|= 40, ШЖ 
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解 。 解 得 Xx 二 + 4(mod 53), 
(xi) 中 (59) =58，(58,4) = 2，ind 11 = 45, 2+ 45, ЖЕ. 
(xii) 5x=13(mod 38), ШТ (5, 27) =1 故 原 同 余 式 有 Н 只 
有 一 个 解 。 先 求 2x 二 1 (mod 3) Кх ==2 (шой 3)。 次 解 
5(2+3t1) -13= 0 (mod 9)—> t1=2，5，8 (mod 9) 一 > 取 
t1=2， 得 x=8(mod 9) 5x==13(mod 9) Jik 
5{Ё2+3(2+ 313) J13=(mod27)—> t:=0 (mod 27)—> x=8 
(mod 27) АЖ НЕЮ. | 
(xiii) Ж Жхї==1(шоЧ 3) х==&1(шо4 3), кж 
а+зцу®=1(шой 9) 的 解 | 
1+ 361) 2==1(шой 9> #1631, +2)=0(mod 3)=> 
ti=0，3，6(mod 9)=> хуз +1, +10, +190109) 
xi=10(mod 9) 0. ШЕЖШИЯАНҢЯАЖИЙШ, T 可 从 x== +1 
(mod 3) 导 出 。 仿 (xii) 方 法 解 得 z= 土 8C(mod27) 是 原 同 余 式 的 解 。 


第 七 É 
1. Ж = Cl, 10, 1021， hiig 1002-11, +"Л= Саз, аз, аз, 
…，aa，…]， 由 定理 1.6 的 系 知道 ; 的 第 n 个 渐 近 分 数 C ШЕ 


-Pa |< i s l l 
|: Q, | < Ө.9,.1 Qula Qat О.а < а„,102 


w Q,.=a,Q. at Qa-3 信 aaQa-1>anaa- iQ a> atau iy 
= 102-1! + (0 2) +» +21+1 


| aa Q1> 1091 tU 1+ 6210 š i 


K. Q.,=a,Q,. i+ Q, -z2< (a, +1)Q, I< 
< (а, + 1) ait iQ 
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< (а„+1)++(ав+1)(ау+1) 


= ao T 10161) (102!+1)(10+1)< 


<10 Cm- Ю1+%2++21+12+01+12 : 


2104171) +(1+21+ e + (0 1012 стог" (2-01 


= РЫ (п2>5) 


事实 上 ,A)》 п=5, 2-00-10] = 48, (0-1) +01+2р+31+410 
= 37, 故 ;245 一 -1)02605-1) +4+21+31+4), п= 68}, 2х5 = 
240, 5+(1+-- +512= 156, I 2402156, }йп=6НЇ, 2-00-11 
>- DC++ (а-1)12, 

B), 着 小 于 кажар, m 

2 (k= Де 2 (k ~ л). ‘(k DIS-DE- 2)+ 1+21 +s + 

+k- 213+ k- Dék- 2) +C(k-1)+21(k- D+ 

Ck 0(К-3090+(К-1)13<(К-1)+1+2[+ 

+(k-2)1+(k-1)123, (к>) : 


.. az >О„, (nc>5) поо 


于 是 " 
< ` 


Ja- P <— l 
9. SES QKaxN] ' 
с п 
对 于 Yn>N 上 不 等 式 都 成 立 ， 这 样 的 a 有 无 限 多 ， ыы 
否定 理 ， 知 5 是 超越 数 。 
2. Жо 是 一 个 首 项 系数 ао ЕЛИН, m 


ag" +a iq" 1+. аа + ag = 0-5 (asa) + aa ilana) 


Sa 


n-2 -1 
++ ajan (аа) ғаа 7 =0. 


ABS а=а,, N qa 是 代数 整数 。 
5. Ж а„0®+а„_10®2+...+а,0+ар=0, Hj 
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(1) наа) ена, (2) жа, =0. 
M(H) На, =1, а= +1, 故 0 与 9 1 都 是 代数 整数 ， 且 


686-2=1， 即 8 是 (8) 的 单位 。 反 之 ， FO Ek) 的 单位 ， - 则 .4 和 
9 1 都 满足 一 个 首 项 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 ， 并 且 它 们 是 ， | 
а,б" + а. 10% 1+ +ај+ар= 0 | 
ao(9 1)2+al( DT i++aal9 1+a,=0, 
故 as=1，ao= +1, | 
‚ 4。 因 为 5E=a+bi 是 xz-2ax+a2+b2 的 根 ， ЖЕ 是 二 次 整数 
(自然 b= 0 时 它 是 一 次 整数 )。 
Ете (азс) + (bid)i=etfi, е, f€R, 故 它们 也 是 二 ке 
Ж, ШЕ+ЛЄКЕГЇЇ, $n=ac—- bd+ (ad+ Бона, 所 以 RCiD 是 
一 个 数 环 。 
Ea, B es YERCD, 则 它们 以 及 Ri 的 数 经 有 限 次 加 、 减 、 
乘 运算 的 结果 仍 属 于 RC5iJ)， 故 上 =f(a，B，…,Y) СКС, 是 一 个 二 
次 整数 。 
5, 1° 因为 p2+p+1l=0， # p 是 二 次 整数 。 


2° a+bp =a+ b(-+*+ Мз ) =a-b- b(-4 
-7 iv3)=a-b-bpa(u prs b-t ivg yo 


a+ bp? = кат) =a- b- (с-ту 
=a-b-bP. 


3° -3==1(шой 4), ШЕСИ 83 的 任 一 元 素 是 a- 5 
+ е. =а+р, 
RC-v 9) = С) _ 


° ss | Ь b „—_— з О, 
ё у Мф) =. (а--;) ty 3jC(a-2)- 
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- 5287] 


= [а2 аЬ +02 
= а? аб +2 
ЯВ рз+р= -1, р =1, Ж 
|ба +0) (а+Ъ0)2| = [а2 аб +3| =а2- аЬ +3 
因而 结论 成 立 ，。 
5° 要 求 N(8) = 土 1， 即 要 求 
| а? аЬ + =1==> (2a - b)? +3b?=4 u 
ПЕ. KAHRA а= +1, b=0; Ъ= +1, а= 0, а=], 
b=1; а= -1, Ь=-1, +1, P, 于 pz 是 RCp] 的 单位 ， 并 且 和 有 
无 其 他 单位 了 。 o 


-la + bP) (с+ dP3) 
“Yer dP) (сжір2) 


= {8c + bd-ad) + (bc—ad)p 


=5+Тро 
HHS, TEK, ЕЖ x 和 7 ， 使 得 


|5-х|<-, 17-0165 
令 8=x+yP， 则 
| ЕЗЕСЕКЕТ 
"‹8-х)4-(8-)(Т-у)+(Т-у)3&. 
ж о, В, SERPI ЖҮ=а- %ВСКСР), Н 
NOY) =N(a-5B) LÊN <N (D) 


Ф a=Bò+Y, М(Ү)<М(В) 
7” 因 为 N(1 -Pp) = 3 是 有 理 素数 ， 故 1- p 是 素数 , 事实 上 ， 若 
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1-0 =(a+b0)(c+d0), W3 = N Ca + bP), N Ce + dp) 一 > 
=>N (a+ bP) =1 或 N(c+dp)=1。 

° А%=1-20+0%=—-3р 
而 -P 是 单位 ， 故 3 与 Xs 相伴 。 

8° # p=1(mod з), p= = 3n + 1 为 素数 时 ， 只 能 G а ={ш +2, 


mn 


则 C) = Gpe? 


Сыз )- рер) 1 


12 mm = 


2 
(тыт) ” =, 
КА (=$ sim plr mt a Z= 3)(х+ 23) = 


= Кр, Æp 是 RCPJ 中 的 素数 ， 则 ріх- 4 3, 或 BY -5 是 不 
可 能 的 。 故 p TEKA. EW ` | 
р=(а+ЪР)(а+ЬР®%) =at-ab+b2 

9” .从 7” 和 8” вА). 令 证 34 +2= РЖЕГСР Ж Жк. 
2=а%-аЬ+ БЗ, 帮 2 是 素数 . 一 般 地 ,p = 3n+2= а®-аһ+ 
Ъз. ЖБ, ЗЕ 1) 251 (шой 3), (31—1)3%на1^ 
(той 3), (31) 2:=0(той 3)==> Gi) Жа= 3+1; b= 3s+1=>a 9 
+Ъ%-аһ =3ЗК+1ЯЁЗЕ; (ii)a =3t+1, b=3s => at+ h? -ађ = 30 
+1 (iii) a=3t, b= Ззж=>а® +1%-аЬ= 3k, 

所 以 p = 3n+2 是 RÉ ZZ3 5 的 素数 。 

10” 任 给 YERCp]， 我 们 有 

Y=a+bp =а% b—bkwsa+ boodNy : 

因为 3 = (1-р) (1 -P= оът PR MAP: Ai 
.1 之 一 。 BARER. š 


6, 用 反 证 法 ， 车 mw =+ a, єв, ба, Ьу = . н. 


=b"N, У Ң№>1, # a>1, ЩЧ (а, ие b”) = 
一 人 ao"1N， 与 假设 矛盾 。 1 : : 


Gdi) n=4m, "CD =(-1) 


ых 


ә” 
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7 xo = (а, Б =1 是 (1) 的 有 理 根 ， 则 


Gy ИЄ ) + + Cmt (+) += 0 


== a+ сраз lb+ e t Cm 18b™ 1+ ca] b" = 


-一 >a(am itciaa b+. + са 16271) = — cab", 
或 者 aa= -bciam peut Cm ab” 2+Cab” 1) 

= 一 >alcm 且 bll 

=> b=1 

== x =a 


所 以 (1 ) 的 有 理 根 必 为 整 根 ， 因 此 除 整 根 之 外 的 实 根 必 为 无 理 根 . 
8 BYV? +w3 是 无 有 理 根 的 方程 
х&—10х+1= 0 A (a) 
的 根 ， 由 第 .7 题 知 道 2 + 3 k (a) B, уо +V S 是 无 
ж. 


£ 


`9, а= +, а, bER, (а, ) = 1 一 >10b =2>10 = 


= (а%0) 
这 是 不 可 能 的 ， 故 1g 2 是 无 理 数 。 


г 83, logam =j шь, 


ушал = 0, +1, +2, =), 车 (m， а) =d<n, пейді 
а = йпү(п;>1), (шу, пр) =1, W 


na = mb 一 >ni =mi do (b>0) => mi а} 
ЗЕ ТВО. ЭРЫ log。m R ЖЖ. 
10. жу = Кнежа, M ею = 二 是 有 再 数 ， 这 是 不 可 能 
W. WW es = 这 里 a，b 都 是 正 整数 。 我 们 写 


Ех) =Е2"{(х)-К% Lf/ (х) + e hf Sx) + fix) 


МТ 


2ц 
Дир f(x) = 0 са” =ч сал", ceER。 因 面 F(0) 和 


т=п 
F(1) 都 是 有 理 整 数 。 我 们 有 
а { ekxF(x)) = exx1kF(x) + Е’ (х) } =k2 1екх (х) 
因而 
bf к= годах = bt pF (eJ =aF(1)-bF (0) 
是 一 个 整数 。 | 
由 于 当 0 <x<1 时 ， o<tto< "r 所 以 当 "деха, Ы б 
| o<bf è kan ' asr dx < сми эа с, Е 


Ж. o 


п. ж x+ = тажай a>>0。b>0 是 整数 ， — ° 
4 Doakeun ЗЛЕ ШО я 7 、 77 езер 


Сох) =з (x) = n3 [0 (x) + eines ae “^+ Go 
peoa > `: - 5 


其 中 f(x) = Жасау, васос аа aia '' 
z ++ Сату біп x= z хОСжђсоѕтх} 

= {С (х) +126 (х) зік = baa f(x)sinnxe 
.人 7 ` š Е 
РА naf ааах (adz = CG а) зіаязув- 60 | о 
=G(0) +60) СТИК 
是 一 个 整数 。 但 是 由 于 当 0<x<1 时 ， <E <, ATARAK 

的 n 有 

о а a"sinmzxf(x)dx<— 


a -< 1， 
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矛盾 、 . оз 


КО 1` f 2р “1 - B 

. = _ 1 rE _..+ Аф 

12, Simt=1 ТЕШЕТ a-i] 
n. ql (2n +3)! Bolgi H 

_ 1. 一 А 
+ CEET K (20 +5)! 
i +) ini =È =l; j 

显然 ， 0<1- (28 +5) + <1, 若 sin 1 , (a, b) 1, 选取 


奇数 n 使 :+3>b， 则 - 


(2n +3)! prodi Es '+‹-1) wD, 


(2n + 3)! 
_ а+1 ... = 
tC CGI- ов +5) J іф. Бү: 


кдшан, кината ан, 后 一 项 0<lal<1 这 是 不 
可 能 的 。 故 sin 1 是 无 理 数 . 
13. # loga? 是 有 理 数 一 > loga? = а Ф, Ф p> * 
р ` КЕ 
q>0 >34 sS XR 这 是 不 可 能 多 й A 
dog ARAR. Кесе „ук, ох EDISA дла) 
A In 3= x, пә = 了 一 > exz= 3， =r lons вс =lsyy;"a y 
ln3 54 а. 
у logs a=ləgs руя ы НЕ СОТЕН 
U. EEO 不 是 超越 数 { эшш, je 
数 。 WO -矛盾 、 
15。 设 M 是 素数 ， 则 | оо аң 
` Mag $ 16" 1=38 -ind (mod” 5 
在 (30) 中 取 a = O, а=М,,Җ$ 7 © 
еф us Ps Ф3 asao = - 1(modMj=5 Yi j= 


p-1 р 
= o? (w? + D=0modM. 


故 (1 ) 成 立 。 
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这 个 条 件 还 是 充分 的 ， 充 分 性 这 里 不 证 。 


лж 


1。 因 为 o(n)2>2n, ЭЛ Жш, 18 
mo(n)Z2mn 
又 由 于 m 与 n 的 每 一 个 因数 之 积 ， 都 是 mn 的 因数 ， 所 以 
o(mn)>>mo (n)>>2mn | 
LA m22, Ж mo(n) ЖЯ mn 的 因子 1 ， 于 是 
o(mn)>mo(n)2Z2mn 


2. Enk 5, 而 da 的 d ажей, ma k 8, 
号 xd Ba, 矛盾 

š, ` SOH =1+р++ жр! + р 

Е s PETE ресор" Е сыр 
所 以 p" 是 亏 数 。 | з А 

4. #п=т?= 22% p3 pils.. piak, m 

oln) =6(щ#) 


= +2+ 566200) рк pyt pi DA + pa + pl) 


(L+pr+…w+ pk E 
出 式 右边 你 因 于 都 是 奇数 故 ckn) 是 奇数 。 : тед Y 
#n= 2m2 = 220+1 pi lpi kra2>0,a1i>0, dmls «s у, 


и 


a(n) =0(2m?) 、 2 
= (ї+2++++2°*®°%у(у+рү++е+ рау 


e(t pkt р) 


559 


каяктык, 故 c(a) 是 奇数 。 

反之 ， 车 n= рї! -pe , Н ao(a) 为 奇数 ， 
Mi 

о(п) = (1+ру+ + р21) (1+ ра+ + ра) 

+ pk + рр) 

仅 当 右边 各 因子 都 是 奇数 ， Вај б), ‘=, ak #% EB # Pt, 或 当 
pa= 2 时 允许 o ЯН, оз, с, ok BER 数 时 ，c(a) 为 @ Ж, 
а= шў 22, ` i 

5. RX n 是 奇数 ， Жоба) = 2а, 202 1 2а, Наля № 
因数 ， Жа = =p% prt , оба) = (1+ру+ > (яр, +p + 
үөр Юз ра е ЕЛЫ ЫЛ Евай 


奇数 售 ， 其 他 一 1 个 因子 都 是 奇效 ， 可 设 pl=p，ai =2a +1 
as，…，Qx 都 是 个 数 ， р o. pek = q2。 但 是 


РА ¿so +s M 
1+р+-. + ра ар -1 

р-1 

a+ | 

p -1 @/+1 
ету : + 
= PSU <р D 


a(l+p+ +p% ) х 3k 
要 求 1+pt+ 愉 十 pC “是 奇数 ， 必须 a = 2a ЖК. Mom) = Za 
的 必要 条 件 .是 n = pt 143, 


6. (1) 由 于 除 2，3 一 素数 之 外 ， 一 切 素 数 都 是 形 如 6n+ 1 
或 6n ~1 形 ， 且 两 个 6n + 1 形 的 素数 之 积 仍 是 6n + 1 形 。 令 
а=2*3*5зер-1= бю- 1 
%®н—1жӨКр' >р, р’ 1g—>q= р'К, #р'Ж6а- Р 
Ў, ЖИ КЙ ба-11, ВЕ ККТ р ЮЖ p, Ep” 
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是 6n -1 形 ， 则 结论 成 立 ， 和 否则 可 依 此 类 推 ， 知 道 总 存在 一 个 大 于 p 的 
6n -1 形 的 素数 。 由 于 p 的 任意 性 ， 故 6n -1 形 的 素数 数目 是 无 穷 的 。 
(2) 取 q 玫 示 如 下 的 两 个 互 素 的 数 的 的 平方 和 ， 
q=32 .52。72…p2+23 
由 于 任 一 奇数 2m + 1 的 平方 
(2m +1)2=4m(m+1)+1=1(mod 8) 
q= 5 (mod 8) 
由 于 两 个 8n + 1 形 的 数 之 积 仍 为 sn + 1 形 ， 如 用 (1 ) 的 方法 ， 知 道 
q 必 有 一 个 大 于 р 的 8n + 5 形 的 素 因 子 ， 故 结论 成 立 。 


7. СЕЈ =b， 则 
-1 
| p21 >> fi) 
f гоо = у i" f(x)dx А ` с 
а ;二 dJi ~ | 
ao a. <l азр СОЗ 
isa Eoo ony 
即 | Е 
f(a) +++ +f(b-1) <f #(х)4х< (а+1) + ut f(b) у 
a 
又 
< RETEST 
5 Б>» Га) - fË садах | <eo 
а<п<® . 
8. Ф{(х)=1пх, ТО) = X lnn, 从 上 题 的 不 等 式 ， 得 
| TE) — (ах dx | <h => | T® - Маа 1 
«Іа 5, © 
特别 当 为 整数 na 时 , 则 | ЕІ 
ninn- ntl- nn ntal aa- n+1+Inn_ 
^ n" lein le nti 
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事实 上 ，n \\їпп-п+]—-1пп=1п(и”С!е 71), 
n 1пп-п+1+1пп=1п(п**!е7%#*1), 

9. G 把 (1) 关 于 变数 s 逐 项 求 微 高 ， 凶 得 (2)。 

Gi #É#p2>2, Ws>1CEBS E s 盖 0 即 可 ) 


т» =l+p'*+p ity ee 
ses P, WEARER Ау 8 li 
2 ass 3-a85 .pAPS L "S 


这 里 a = 2 02 318... PIP (a 20, as2>20, е, ар;>0), BAKT P Ё 
素 因 子 。 当 没有 大 于 了 的 素 因 子 之 积 的 数 都 可 表 成 n 形 ， 记 以 


Пу: 


ота А ЖАСЕРИНЕ РАЖ X 29, Дш 
包括 一 切 素 因子 不 大 于 了 的 数 ， 因 而 | 


0< Уа Yl а ўа” 
п= 1 (P) Р+1 
最 后 一 个 和 式 ， 当 Po 时 趋向 于 0， 所 以 


со 
205) = Yon = па Уа lim HII 1 
пе] Р>»® (ру P~op<P1I-~?p 


Gii) 6(s) 可 写成 如 下 的 形式 


27 o а+} 
5) = ула” -| x "dx 十 > | (п`%—х`*®)дх (a) 
ос 1 z n 


n=1 пе] 


юз 1 
x dxz= ziy (Л) 
1 


за | 
0 <ar | X tei dt<— (n<x<n+1) 
n 


862 


1. 


有 a<Y = vii< 4 。 又 由 定理 9.6 及 c = 


D+ ДА А 
.. < Í (n 一 X t)dx< ЕА 
. n 


o а.) æ 
#но<у| (n *—= х794х<5 у n`3, 
n=1 ° ° 


п=1 


_ 1 
КА EO = <D + O(1) 


Чу) 由 (4) 得 


In Ü(s) = а-1-+ ln{1+ 0005-1} 


| _ А _ 
la (5) = ln 5 +О6-1) 
oo со 
(v) 67 (8) а > asin n= f х7%1п хўх 
. n=1 ' 


© n+4 ` 
+ Df (n*lnn-x *ln x)dx= 
na=1 " 


= cx ( In х 


1 о 
S+1  (5—1)% эЛ, + 


+ [aln nex—- x" (Ç 


= s+1 ) = 
1 А nt 1 
G= Dr), = 5рғ?+ к 


(з) = - l 
Сиб) = pr t 00 


第 九 章 


由 定理 9.5 的 证 明 (ii) 中 知道 ， 当 d = ~ 36 一 0， a> 0 $ 


bs 一 dd 
да Ма, 则 得 到 下 
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р 


列 三 个 已 化 型 ， 
{1, 0, 9}, {2, 2, 5}, {3, 0, 3} 
2, Eo Уо» Зхоуо- 70214 (а)! У(х, у, 2), 18 
хох + уо2 + (Зхоуо — 26) 2 = хо + уо? + Zo? + 9х0%®у60% 
- бхоуо20 Е 
= Зхоуо(Зхоуо— 20) 
ВТШ (хо, Yos 3хоуо— 20) (а). | 
因 (1，1，1) 是 (a) 的 一 个 解 ， 按 (b) 及 x, y, z 的 对 称 性 ， 可 以 
推 得 ，0<x< 和 y 委 z 的 (a) 的 一 切 解 如 下 表 ， 


一 T 
29 | 34 | 89 pss hss 288 haio | 985 


hoa da 
119 Sto” 
зү 


其 实际 计算 方法 是 ， 由 于 
xè- 3xyz + xê +y? = 0—>22= 3xy tv 9х®у®—-4(х%+у%), 


车 - 
з =зху-/ УКСУЗ) 
则 因 8x272 4х2 4у3 = 4х2(у2-1) + 4у2(22-1)20, 
得 到 © 
2z<3zy хуз?2ху==>><ху ` 
但 根据 题目 的 要 求 ， 有 
3xyz=xtrytr zL yy 
矛盾 。 故 只 能 按 БО 
2z = 3xy + VI >3xy 
ЖИЙ, - .~ . 
注意 ， 这 也 是 一 种 递 降 法 ， РВ 解 工 = 了 =z= IBEERE. 
HRB EI AR hu EER, — 一 种 可 证 明 有 无 穷 名 解 ; ` (实际 
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上 ， 些 就 是 用 递 降 的 反 向 ，“ 递 升 ” 到 无 穷 多 个 解 。) 
5。 把 (c) 代 入 (b) 得 


2 
z о" tx + (nx1,0" ха. 1,507 Zaro)? 
: 3. ` 


2 2 2.2 | 2 
=x ++ + x +п2 x ох —2пх1,р''*Хщ,в 
1,0 „0б 171,0 n- 150 , 8 о за 


610х407 Xa ур (nX1,0 Ta 10 Ха,0) . 
故 结论 正确 。 
4 因为 ee х2 м-он > zia хі), 县 


Е 


O 1, 1, DE ` I = : ге, уш? 
хі + а, х + хб жайдак, = I Е с ten 

` To Toa 5 
НЕ. 仿 第 2 题 h G. 1, 1, 3), (1, 1,3, 1), 24,53, 
13，131) 是 (e/) 的 另 三 个 解 。- Q  . ОТЕТ 


5。 右边 展开 整理 后 ， 立 即 得 到 该 全 等 式 。 ü ОГ 
6. (1) 可 用 行列 式 表示 于 下 ， 


wa yl C Š 
-27 w Зх = 0. . А ‚С а”) 
у-х v сооз В 


故 (1 人 的 列 向 量 线 性 相关 ， 即 存在 不 全 为 0 的 a， b c$ HB (в, b, 
c)=1 使 


yt 
єл, ` THA tih + 34207 EUI e ЛД a SEE 
ya —xb+wc=0::: БШ, аг ar 8 
Ca) 是 一 个 四 却 二 个 方程 的 线 从 方 条 组 820063. ж. Xi P zw 
同 (2)? 的 形式 ， 其 中 p 是 任意 有 理 数 。 i 
7. ER EPR- 7 1...) ш 
1 ЕКЕ 
x 于 уў «лда 65) 
суу А :? 
у= аас BEY y, zta- В- ГУУ ... 
> bitii 


MEFR. ЖЕЛИШ (Б) 
а=-(т+х+у+т), B= 寺 (w+x-y-z) (6) 
-Tow- - =1l(w-x- 
Ү=- (w х+у-1), Š zY x-y +2) 


再 把 上 题 的 (2) 代 入 (6) 就 得 到 ( 4 ) 的 有 理 数 解 ， 
(4) 的 所 有 有 理 数 解 是 可 以 给 出 的 , 其 方法 是 由 Enler ~Benit 给 
出 的 C 
azal -E~ 31) (E+ 312) +1] 
В=с С (Ё + 31) (22+ 312) – 17) 
 Y=o( (2+ 312)2— (£ +3) 2 
фос (2 + 312) 2- (£ 3) ) 
` o =1, Ë, ПК, ГАЕС) ЭС У, MEREN 
ЖАИ. ЖР ИЛИККЕ ЯВ НБА, 
8。 HEMBRAM i rh s, 


х3 + 373 = (as + 3B? ) (a3 + 3B?) = (aag +3BiBa)3 + | 


+ 3(a1Bs ~ 03B)? (a) 
H xš+3y3= 4mÉ Т 
© аз +383235 аа 3р ш ` | у 


的 解数 了 s， 人 :之 积 的 一 半 ， 即 了 = LT 而 Ts =2B(m) 。 
由 于 题目 的 要 求 (b) Д Ва), BRIEN M (ар 
Ва) = ( 土 1， 土 1) 四 个 解 ， 才 能 使 (a) 右 边 的 第 一 项 是 奇数 。 又 由 于 
ССр hasy+5S(11yX Ва) 3+3GC (ёс). 
-(1)(%о)) С" 
=[( 土 os)+3( 土 ps) J 430 2B) вар. 
、、 故 实际 上 ， 该 方程 的 解数 下 = Т. = EG 
9, (j BRERA- YASA O PHORTAIR 
经 计算 得 
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d yg=(ru-—st)2(b2- 4ac)==(ru~ 51) %1(по q) 
Gi) 由 同 余 式 (3) 及 勒 让 得 符号 的 性 质 ， 得 
G)" Са) 
Gii) Wp, d) =1=>p4(a, b, с) 
若 p+a， 则 取 X=2ax+by, Y =y(modp), W 
ax2+bxy+cy2=4a2z2 + 4abxy + 4acx=(2ax + by) 2- dy? 
=X2- аҮ?(щойр) 
若 P+c， 可 类 似 地 证 之 。 
若 p|1(a，c)， 而 bfb， 则 令 x=X+Y，y7=XY-Y， 得 
ах? + bxy +cy2==bxy== bX? ~ bY2(mod p) 
Gv) 令 x 为 过 模 p 的 完全 剩余 系 ， 则 ax2 和 1-~ cy72 各 有 (p+1)/2 
个 互 不 同 余 的 值 。 故 必 有 一 组 x，7 使 
axt=1- cy*(mod p) 
(v) WA płac, р|Ь, ШОУ) 800г, +9191 аага + 
+bts(mod p)， 设 s,u 是 任何 一 对 使 ptYu – st 的 整数 ,固定 s,u 而 命 
bim2ars + 2ctu，clisaas2+ си (шой p) 
则 必 有 {as о, с} {1, bis су} (mod p), 车 后 者 的 判别 式 d = 
1-41, 由 (iD 知 ， 
41, br ci}~{l, 06, – 01} (mod p) 
# (9) =1, шара (a) =1,шоз=Ф‹шой pit, 
$X'=X, Y'=aY, 得 
{a, bp с}——{1, 0, -d}~{1, 0, -1}(mod р) - 
ЖХ’ = X” +Y'=Xr- Yr, Wl 
Xs — Y'3884X7YVYmX"Y#(mod p) 
Ш 41, 0, —1}——{0, 1, 0}(mod p). 
类 似 地 ， 可 证 明 本 题 的 其 余部 分 。 
(Vi) 由 定义 此 题 即 ru- st= 1 的 情况 ， 故 结论 成 立 。 
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